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INTRODUZIONE 

1. Se U, , Uf , . . . , U,, , sono fanzìoni note delle [t variabili indipendenti: 
», , a-, , . . . , tr,,, ed 6 9 nn'aUra funzionò qualunque delle stesse variabili, bÌ 
EQol dire che la funzione : 

si è ottenuta eseguendo sulta <p, l'operatore derivativo, lineare, omogeneo, del 
1* ordine, fra ;ì variabili indipendenti : 



(l) 






Noi co usid oreremo soltanto quegli operatori, che chiameremo per brevità, ope- 
ratori elementari, nei quali le : U, , U^ , . . . , U„ sono funzioni lineari ed omo- 
genee delle variabili indipendenti x^ , x^ , . • . , x . 

2, Questi operatori verranno qui studiati, iu relazione ad una trasformazione 
lineare delle variabili : 

X, = a„ ac', + Ott^'t + . . . + a,n «^ 

X, = a»i x\ +■ a^g a-'j + . . . + a^ a:' 



(c,, = a^i ac', + o^, a:', + . . . + a^j, x'^ 
TOL. ZLir. 
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)( 2 ){ 
di modulo : 

4 = S ± «„ <^. . • ■ V + 
che ci gioverà spesso di considerai'e sotto la forma equivalente : 
xf, ^ a,, ED, + »j, a-, + . . . + a^, x^ 

af, = o„ j!, + «j, iTj + . . . + Oj,, T^ 
(2)' 



detto cioè a,'j, , il reciproco di a,x(i , k = l ,2 , ... ,y) noi determinante i. 
In virtti delle (2), l'operatore [1> si cangia nell'Operatore trasformato: 

che è dello stesso tipo di U, ma relativo alle x\ , x\ , ... , x' ; cosicché se 7 
è nna funzione qualunque delle <r, , x, a;,,, si ha identicamente : 

U? = Vip 

dove nel secondo membro, la f è da prendersi come funzione delle »', , »', , ... , :c'„. 

3. L'operatore U sì dlr& godere di proprietà invariantiva, rispetto alla tra- 
sformazione (2), se sia identicamente : 

V = /-U' 

essendo ^ ^f*^ semplice costante , ed U' ciò che diviene U quando al posto di 
ic, , X, , . ■ . , a;^ , si ponga rispettivamente: a/, , a:', : ... , x'. 

Noi ci occnperemo spccialmenle di operatori che godono della proprietà in- 
variantiva aBBoluta {f^ =■ 1). 

Nel § I dimostreremo che quegli operatori U che godono di proprietà inva- 
riantiva assolata, rispetto a tutte le sostituzioni (2), non differiscono che per un 
semplice fattore costante dall'operazione : 

d t d 



4. Net § II giungeremo ad un teoroma che stabilisce un legame, che ci sem- 
bra importante, fì*a il problema di determinare le trasformazioni (2) rispetto alle 
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qaali un dato operatore U sia invariantlvo assolato , e il problema di costrnire 
gli operatori permutabili con U. 

Alcune coosegnenze notevoli di qaosto teorema, formeranno o^fgctto di uno 
stadio che ci proponitimo fin d'ora, di pubblicare in seguilo. 



§1. 

]. Si consideri l'operatore elementare: 

5 d d 

(1) U = U,5~ + U, — +... 1-U„5— 

ox, tfa;, '^ ifx^ 

in cni : 

U, = A,, a:, 4 A,ja-j (-... + A,^x^ 

U, = A„ a:, + A„ a;, I- . . •{• A^^ x^ 
(2) 



u^ ^- ^m x^ "^ Apy Xj T • . - T "fui ^u 

dove le A sodo cotfBcienii numerici asHegnail arbìirariamentc salvo la restri- 
zione : 

(3) S±A„A„...A^j, = [Al+0 

3. Sulle variabili: x, , x, , . . . , x^, eseguiamo ana trasformazione lineare 
di modulo S, rappresentata dat sistema; 

H) X, = a„X'^ + a„x', K . . + n,^x\ (i - 1,2 , . . . , [ti 

dall' equivalente: 

' (*)' ■ a:', = a„a;, h a,iX( + . . . -H «^.x^, (( = 1,2 , . . . , p.) 

dwve «y è l'elemento recìproco di a^ in i - («nO^ . . .a„„) ; e viceversa, a,-, ò 
l'elemeDlo recìproco di Ofj in {i) = Ìni,,a„ . . . ai. 

In viriti di questa trasformazione, l'operatore (1} si cambier& nell'operatore 
trasformato: 

(5) ' ''=^'A- + ^'rT + ---*''i.-A- 
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pel qnalc, posto: 

(6) A j, = a„Aj., + (i,^Aj, + . . . + a^Aj^ {j,k = 1,2 , ... , |i) 
8Ì trova, con facili calcoli: 

(7) V,-= |]Aj,a.j, x',+ ^A'^aj, x', + ...f [21 A-j,aj,jtV(i=l,2,...,rt 

D'onde appare die l'operatore Irasformato (5), dell'operatore elementare (1), 
è pur esso an operatore elementare. 

3. Per avere le condizioni che devono essere verificate affinchè esso opera- 
tore (1) goda della proprietà invarianiiva assoluta, rispetto alta trasformazione 
lineare (4), basta esprimerò che sono verifinato lo identità (cfr. l'art. 3 della in- 
troduzione): 

(8) V, = y.UV (£ =l,2,...,ii.) 
Si trovaivo cosi per le precedenti (7) e (6), le condizioni: 

(9) li 2;"..Aj.'i, = xA.- 0>.= 1,2 -A 

j-l 1-1 

Penando, limitando il nostro studio alta proprieili iuvariuntiva assoluta: 
«Tra la serie dì parametri: 

di nn operatore elementare, e la serie di paramt'tri: 

n,, , a,| , . . . , «m ; "ti . «11 ) ■ ■ . I Cfn . . . . ; a^i , k^j j ■ ■ ■ t "mi 

di una trasformazione lineare, alfìncliÈ l'uno sia invariantivo rispctl» all'altra, 
devono sussistere le i»' relazioni: 



y, >]«^«Aj,7,, -. A,,„ {i,m = 1,2, ... , 11) 



D'onde è chiaro che, se è data una trasformazione lineare (4), (4') (cioè se 
è data una serie di parametri a, o a) le precedenti rotazioni {I0_) esprimono con- 
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disioni cni devono BoddisfAre ì parametri A di qualsiasi operatore elementare, il 
qnalo sia invarìantiro assoluto rÌBp»tto a quoila Irasformazioae. E viceversa: se 
è daio l'operatore clemeotare (1) (cioè se bod dati i suoi parametri A) le stesse 
reinzioDt (LO) esprimono condizioni, cui debbono soddisfare i parametri che de- 
finiscono una trasformazione lineare qualsiasi, rhpetto alla quale qaell' operatore 
b invariantivo assoluto. 

Ambedue le precedenti ipotesi conducono a ricerche interessanti. 

4) La prima ipotesi conduce a < trovare gli ojieraiori elementari che yo- 
dono la proprietà invariantìva aasoliila rispetto ad vna assegnata trasformazione 
lineare (4) , (4'j ». 

Poiché in questa ipotesi le a, e quindi le a debbono pensarsi assegnale , il 
sistema (10) é, evidentemente, un sistema lineare omogeneo di ^* equazioni fra 
lo [i* incorilo A,j (t , A = 1 , 2 , ... , ]/). 

Il determinante di questo sìsiemn è un determinante di forma speciale, che 
può prestarsi iid uno studio importante. Noi ci limiteremo qui a indicare la solu- 
zione del problema noi due casi specialissimi, in cui la sostituzione lineare (4), (4'), 
Bpp.irtenga ad uno dei duo tipi di sostituzioni lineari elementari: e, ,8^, che ora 
defln iremo. 

Essi sono specialmente importanti, in quanto che b noto (') che 0|;ni sosti- 
tuzione lineare b il prodotto di successive sostituzioni elementari dì questi tipi. 

5. Bicerchiamo dunque, gli operatori elementari elio sono invarlantlvi asso- 
lati, rispetto ad una data sostituzione elementnre: e, -la quale cioè sia rappre- 
sentala dai sistEfmi equivalenti: 

X,=:X', , Kj = a'j , . . . , 37, = sx'i , . . . , x^ = x'^ 
x\^x, , X',^x, , . . . , x', = -x,, . . . , x'^-ar^ 



essendo l un numero ben assegnato, fra 1 e p. 

Mediante facili osservazioni, applicando In (IC) si giunge alla conclusione 
che «Gli operatori cIomentarÈ, che godono della proprietà Invariantiva assoluta 
rispetto alla assegnata trasformazione Ej , son tali, che la matrice dei loro coef- 
flcicnti ha nulli gli elementi 

Aji , A,, (m , t = l , 2 , . . . , I - 1 , I f 1 , . . . , [1) 

cioè, son lutti nulli gli elementi della verticale l"' e della orizzontale l"' , ec- 
cettuato al più, l'elomento in cui queste due linee s'incrociano. 



(') Vedi: Capelli; " Istituzioni di Analisi Algebrica „ pag. 211 
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6. Ed ora rlcerchuimo ^li oporatorì elementari cho sono iiivariantivi asso- 
luti, rispetto ad noa data sostituzione elementare: Sp^, la quale cioè, sia rapprc- 
seolata dal sistema: 



a-, = a:*, , a:, = x*, , . . . , jTp = as'^ + x', 
dall' equivalente: 



dove p, 5, sono due numeri ben assegnati fra 1 e (t. 

Mediante oBservnzioni o passaj^gl abbastanza facili si giunge, applicando 
la (10), a concluderà che < Oli operatori elementari die godono della proprietà 
invfiriantiva assoluta, rispetto alla assegnata trasformazione S^ . son tali, che la 
matrice dei loro coeCBcicnti ha nulli gli elementi 

A,p(peri=t,2,...,p-l,2, + l,...,ii) 

ed Aj„ (per m = 1 , 2 , . . . , j - 1 , 9 + 1 , . . . , Ji) , ed ha poi A^ = A„. 

7. Volendo stabilire quali siano gli operatori elementari , che godono della 
proprielA invnriantira assoluta, rispetto a tutte le trasfoimazioni lineari, basterà 
esprimerò, dopo quanto già si è notato, che essi godono di tale proprietà ri- 
spetto ad ogni e, e rispetto ad ogni S^ .,. Basta dunque, far variare, nei risaltati 
dei due articoli pieccdcnii, gli indici l,p,g, da t fino a Jt, per concludere che 
< Afflncliè un operatore elomenlare: 

S A.> •«:/ 7^ •- S ^^J 'v^ *■■■■ + S A^j «j^ 

àia Invarianiivo assoluto, per miH! le trasformazioni ek-montari dei tipo t, occorre 
e basta, die gli ^'lomenti dell» -«u:» matrice siano lutii nulli eccezion fatta per 
quelli della diagoniiic principale ». 

Evidentemente, un tale opcrntore è della forma: 

A,,a;, A + Aj^,-— + ... 1^ A,^i„ .^ A,, + A,, + . . . + 0. 

E poi: (Affinchè un operatore elementare sia invananiivo assoluto, rispetto 
a tutte le trasforma zi oni eUmcnlaiì del tipo S^„ (p^^ì occorre e basta, che 
gli elementi della diagonale principale dcjla sua mntrìce, siano tatti uguali fra' 
loro, e gli altri elementi tutti nulli». 
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Evidentemente nn mie operatore è tlelhi rorma: 



/a È ■ d \ 

ft l x, ^— + Kg T^- + . . . + a:„ a— I . 

^ ox. ' (Xt '■dx ' 



Volendo riunire 1 due risaltati, ci nccorgiamo che II secondo comprende già 
il 1°; e qaindl possiamo ritenere che: 

« Un operatore elementare del tipo precedente, gode la proprietà invarian— 
tiva fissolniA, rispetto a tatte le trasrormazioni lineari; ed è l'unico operatore ele- 
mentare godente di tale proprietà >. 



I, Veniamo Ora, HÌ problema (cfr. art. 3 del § precedente): 
< Ettendo dato un operatore elementare: 



(cioè assegnati i ji* parametri A, che lo definiscono) determinare le iraiforma- 
tioni lineari: 

(a) Xj = ai,x\ + «ir"'» i- • • ■ + a(p,!cV 

(a") x'i = «,(», + «già:, + . . . 1 a^ja;^ (i = 1 , 2 , ... , (i) 

rhpetUo alle quali etto gode la proprietà ineariantiaa aasoluta >. 
Si tratta ancorn di esaminare i) sìatema: 



(3) 2. Z,"*"'^/*''-'' = ■*'■'" (.>.1,2,...,:ì) 

in cai però, le solo A sodo etTcttivameDte note. 

Noi trasformeremo questo sistema, che si presenta sotto forma alquanto com> 
piio&ta, in an altro di forma per noi più conveniente , mediante an opportuno 
cambiamento di variabili. 

A questo scopo ordiniamo il precedente sistema (3) secondo i parametri a, 
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e scriviamo per disteso dando all'indice m I valori 1,2,... ,11 



(i-l,2,...,tt) 



Cosi scriilo, si presenta, come an sistema lineare non omogeneo nelle a^(,a^lf...,a^ : 
il determinante dei coefiìcicntl è diverso da zero , pei'chè si riconosce eaaere il 
prodotto verticali per orizzontali di: 



A,, A,, ...Aj„ 



"jii A^i . . . i _^ 

Potremo perciò scriverlo sotto forma risolta nelle a,j , a,, , ... ,a^j. E} preol- 
samente, indicando con a',j l'elemento reciproco di A,^ in iA| , In segalto a pas- 
saggi di calcolo, clie omettiamo pei- brevità, si ginnge a Bcrivere il precedente 
sistema, sotto la forma: 



f^L* = A„ 2 aj, a\j + A„ ^ a„ «'„- f • • . + A,^ J a^^a'.j 






«,.( = A„ 2] «/■ a'w- + Ai, 2j «ji«W + • ■ • + A(^ >j o^i^a^J- 
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E questo, tnedianto le posizioni: 



(6) * T*<-S'j««V CA.i=l,2,...|/) 



diviene: 






{'- 1,2,. ...11) 



9icch6, iiiTece di dire che , i parametri a , a , che dcHniscono una trasfor- 
mazione lineare omogenea, rispcttu alla quale l'operatore (l) sia invariantivo as- 
solato, debbono soddisfare al sistema (3)', potremo dire, che delti parametri deb- 
bono esser tali, che le relazioni (6) e {3}'" vengano verificate coniemporanea- 
msnte. 

2. Anzi poiché dalla (6) si ricava: 

«n = L,A„ + Y,!A„ + ... + i:ì^A^, 

»M = TiiA,j + TnA„ + . . . + -(t^,A^a 
(6/ (1 = 1, 2, ...,H) 



^lij — f iiA||i + Y.iAjn + . . • + Y,|iApji 

possiamo eliminare fra (6) e (3)"' i parametri v, e ottenere un sistema di (t* 
equazioni, conlenente come uniche variabili i parametri ausiliari 7. Cioè: 

A„Yii -I- Ai,Y„ + . . . + Af^-f^, = A,,-,';, ^ A^^is + • ■ • + A^,f(iL 

Ai.Yij + A(,Y„ + . . . + Af^Y^ii = A,jY,, f Aj^Tj, + . . . + A^y,> 



AfiYiji + A„Ye,i ^ ■ ■ ■ + A„.Y^^ A.^Yn + Aji^Y.» f . ■ ■ + Aj^^^fp, 

VOI'- ZLIV. 



),Googlc 



o anche, sotto forma compatta; 



w 



Zu ■*« i^j" = 2 ^■^'*'^"- (i , ft = 1 , 2 , ... , ii) 



È chiaro, che queste condizioni bì presentano sotto forma assai più «eisplice, 
che non le (3) da cut slamo pnrtiti, giacché il sistema delle (3) si trova cosi ri- 
dotto alla solozione di equazioni di 1*> grado. 

S. Da qaeeto ultimo risultato segae intanto che: Dato 1' operatore elemen- 
tare (1), fra le (i variabili x, , x^,.. . , x^, afflncliÈ esistano trasformazioni linuari, 
rispetto alle quali esso goda la proprietà invahantiva assolata, A necessario e 
soBìcieiite che esistano y.* valori t,A(< ^ A = l , 2, . .. , u) i qaali soddisfino ni pre- 
cedente sisiema lineare omogeneo (7)', e siano tali da aversi: 



7.» • 



Yjn liit • 



• T^|t 



Evidentemente, qualora siano noti i ^' paiametri f , soddlsfuccnti alle rela- 
zioni (7)', le (3)"' danno immediatnmentc (o anche le (fi)') i {i' valori a , i quali 
bastano a deflnirc una trasfonniiziono lineare, rispetto alla quale l'operatore (l) 
è invariantlvo assoluto. E viceversa; nota una trasformazione lineare (2), rispetto 
alla quale l'operatore elemcniare (1) sia invaiiantivo assoluto, le posizioni (6) de- 
finiscono bene un sistema di p:* parametri •;, i quali risolvono il sistema di equazio- 
ni (7). Tutto ciò si può riasanmei'c dicendo: « I [i^ pammt tri a^j (( , A = 1,2 ,... , ^), 
che definiscono una traiiforviazioite lineale, rispetto alla qu-ilc l'opeiatore elemen- 
tare (1) è invariantivo assoluto, sono m corrispondenza lineare, biunivoca con 
ciascun sistema di radici del precedente sistema (7). 

Quebta corrispondenta è rappresentata dai sistemi (6) e (3/" >. 

Panlcolariià assai noievott: i p.iramctri a, die definiscono le triisfurniazionì 
lineari in pnrola, sono funzioni lineari sinimcirlchr, dei parnmetii A dull' operatore 
elementare, e dei parametri ausiliari f. B:ista infatti confrontare le {6/ colle (S)"'* 

4. Ed era, al problema della permuinbilltfc degli operatori. 

In generale, dati due operatori derivativi fra n variabili indipendenti: 



(1) 

(2) 



SS d 

USU, 5^ + C, 5^ + . . . 4 U. r- 



HbH, 3— + H, 
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te condizioni per la loro permotabilità sono espresse, com'è facile di riconoscere, 
dalle {1 relazioni: 



t^'S't-^^: 



= l,2,...,tì 



Noi vaso degli operatori eiemenlari, si fHccìano le poBizioni: 
(4) U, = Ai,x, + A„3^ + . . . + hi^x^ 



(. = 1,2,..., ri 



15) Hj = t„x, + K,^, + . . . + ^||,x^ 

Le. condizioni (3) divengono pertanto: 



j A,.Yy, = 2 -cAj, 0-, ft = 1 , 2 , ... , I.) 



5. Si osservi che il sistema (6) coincide col sistema (7j' incontrato all'art. 2. 
Uà in quel sistcnia, le ^ rappresentavano dei parametri ausiliari , alla cai csi- 
sicnza venirn vincolata la esistenza del parametri a, che definiscono la tra«for- 
mazionc lineare, rispetto alla quale l'operatore (1) 6 invariaiUivo assoluto: dun- 
<iac quei parametri ansiiiori coincidono coi parametri , clie definiscono un ope- 
ratore elementare permutabile col dato (I). 

Dallu proposizione dell'art. 2, che slabilisco una corrispondenza lineare, fra 
i ;j.' parametri a di una certa trasfoi'mazionc lineare, o lo radici -^ di mi sistema 
lineare (7), si deduce adesso clic e. Lf tratformazioni lineari omogenee fra |Ji la- 
riabili, ritpelto alte quali V operatore elementare (1) è invarinntieo astoluto, tono 
in eofìiepondema linetn-e biunivoca, cogli operatori elementari (2) permutabili 
col dato >. 

Questa corrispondenza biunivoca è rappresentala dalle relazioni; 






(i , /. = 1 , 2 , ... , 1*) 



Cju ^ A,ftY,., + Ag^T.g + . . . f k^^-ìi^. 



11 clic signilìc-a, che ad ogni oper.-dorc derivativo elementare permutabile col 
dato, appartiene una trasformazione lineare rispetto alla quale il dato operatore 
gode della proprietà invariantiva assoluta. Anzi, utilizzando la sopra accennata 
simmetria delie funzioni o:^^: t Ad ogni eoppia di operatori derivativi elementari 
permutabili, appartiene una trasformazione lineare , rispetto alla quale ambedue 
i precedenti operatori godono della pro}>rietà invariantiva assoluta y>. 
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SU UN PAIIADOSSO CHE SI PIÌKSKNrA NKLLATKORIA DKLLKSKRIE 



LAURA RISATI in Roma 



J. Hadamai'd nolla sua classica motiof^i-afia € La $érie de Taylor et 
ton prolongemeitt analytique » png, 3;J-36 (•), acc«iiiia a an paradosso ehe 8l pre- 
senta nello studio (lel)c funzioni dcHnilo dai loro sviluppi in serie. Credo utile 
i-ilornare sulla questiono per cercare di approfondirla interamente. 

Il paradosso di cui si tratta pub essere esposto come segue: 

Una dimoatrazionc di P r i n g s li e I ni (Math. Ann. t. XLIV, 1894; pag. 41-57) 
tende a provare che le serie non prolungabili al di là del cercliio di conver- 
genza sono an caso pib generalo di quelle prolungabili. Partendo da questo as- 
serto, si deduce la conclusione che nna funzione sviluppabile fn serio dj potenze 
di {x — x^) dovrebbe nel caso più generale ammettere come campo di naturale 
esistenza un cerchio di centro a-g; ma il punto x, è per la funzione uu ptinto 
regolare qualsiasi, quindi quello che si pud dire per esso, si può egualmente ri- 
peteie per qualunque altro punto cniro il cerchio di convergenza. Nasco cosi 
l'assurdo che il campo di cBÌstcnzii dovrebbe essere un cerchio col centro simul- 
taneamente in tutti i suoi pnmi interni. • 

La spiegazione che dà l'Hadamard del paradosso 6 la seguenle. 

Trattandosi dell'insieme dì tutte le serie di Taylor, il qnale insieme 
6 un aggregalo di un numero influito di elernoiHi , non si può parlare di caso 
generale e di caso particolare, né di aggregato piìi o meno numoroso senza de- 
finire prima il modo di enumerare gli cleairnli stessi. Quindi In dimostrazione 
di Pringsheim dà soliamo il diritto di concludere che le serie per le quali 
il cerchio di convergenza 6 una linea singolare, sono per lo meno tanto nume- 
rose quanto le altre. Precisando però la frase < serie a termini generali > nel 
senso di <i serie in cui dati i primi m — l coefOcicnU, il cocCBciente a^ non ha 
alcuna relazione particolare con i precedenti, cioò viene scelto arbitrariamente », 
si pub accettare l'asserto di cui sopra formulantLolo cosi (N. 6, pag. 3(>): «In 
una serie a termini generali, il cerchio di convergenza è in generale linea sin- 
golare ». 



(>) Paris (C. Nand, Editeur), 1901: Collezione Scientia. 
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Ui sembra clic <incsin spiegazione non sin uncora »«fficieni« a rinBovere 
In dJfficoliA, e che cauvenga completarla m^oiiBBds eone B^ne: 

XoD hii senso preciso parlare di nnwereM'M dì categorie, !e quali lianno tutte 
la potenza del coutinno. Si pnò nondtineiio parlare di categorie pib o meoo ^- 
uerali in questo senso: quando mia categoria comprende in sé un' altra, ai dirft 
die la seconda è meno generale della prima. Per esempio, la categfivi» delle 
ranzioDÌ razionici è pit generalo di quella del polinomi, perab6 t«ttt i pnHa— li 
sono fnnzìoni razionali, mentre non tatto le iBnziom razios^f sono polinomi. E 
nioglio ancorti risalta qoeato concetto tmmrmtdo che an polinomio si oltieno 
CODIO caso particolare nella cai^orfa. delle Orazioni razionali, scegliendo valori 
speciali pei coefficieoli che Ugnrano ni denominatore. In questo senso si pnò pre- 
cisare la nozione di generalità della scolta di nna funzione, e vaio allora il prin- 
cipio: se od' area S comprende in tè un' area s, la categoria delle funzioni clie 
sono olomorfe entro t comprende in sé come coso particolare quella delle fun- 
zioni che sono olomorfe entro 9. Anche: se nn insieme P di punti comprende in 
Gè tm insieme p t\i punti, la categoria di tutte le funzioni che hanno tutte le loro 
singolarità in P comprende quella di tutte le funzioni che hanno tutte le loro 
singolarità in p. In allre parole, presa la categoria di tutto le funzioni che hanno 
mia itisiriijuzione geometricamente assegnata di 8iugalarit& , si passa a una ca- 
tegoria più generalo quaiHlo si ammette una distribuzione di sìngoluritJi più 
estesa ('J. 

Passando dallo funzioni allo relative serie, si ottiene la calegoHa di serie 
più generale possibile, quando non si assegna nessuna speciale relazione fra i 
cocBicienli. £ poiché lu categoria delle funzioni il cui campo di naturale esi- 
stenza comprendo quello delle funzioni di una seconda ca'egoHa rappresenta un 
caso particolare rispetto a qnest' ultima, cosi applicando queste considerazioni 
alle funzioni dclinile da serie dì potenze di (x — Xg), si conclude che il coso più 
generale possibile è quello in cui II piano è tutto singolare, ossia è nullo il rag- 
gio di convergenza: il campo di naturalo esistenza allora è ridotto al punto x^. 

Nello studio della questione sulla prolungabilità dello funzioni non si deve 
quindi parlare di caso generate delle serie, scnz' altro ; poiché non si trattn già 
di considerare tutte le serie possibili, bmisl quelle sole che convergono entro un 
cerchio determinato. Prescrivere che una serie debba essere convergente entro 
an dato cerchio di centro x„ , equivale ad assegnare certe condizioni : non Im- 
ponendone altre, la funzione rapprcsontata dalla serio non 6 prolungabile al di 
fuori di questo cerchio. II ragionamento quindi non è applicabile a un altro 



(') Beninteso, aì parla qui sempre di distribuzioni assegnate solo geometrica- 
mente, cioè in cui sia data la posiziono dei punti singolari, senza dare i valori dei 
coefficieoli che appartengono a questi punti. Considerando una categoria di funzioni 

ài z nella coi espressione Bgnri un termine — , con a indeterminata, si ha cosi 

come particolare il caso a = , in cui il polo in h sparisce, e restano le altre sin- 

golarjtÀ. 
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patito «, , perchè ai traila di piiragonare la totalità (lolle serie die convergono 
entro il cerchio di centro x^ , non entro un cerchio di centro a:,. 

Dato clic si tratti di paragonare le serie che convergotio entro nn dato cer- 
chio, Bt può dimostrare in modo diretto che effetti vainenl e, nel caso generale, la 
serie non è prolniigabile. Infatti si prenda la serie coti tati! i suoi coefficienti. 
Per metterci nel caso- più generale possibile, dobbiamo anzitutto scrivere la con- 
dizione fra i coefficienti necessarin aEflnchè la serie stessa converga entro il cer- 
chio prescritto, condizione espressa dalla ben nota formula dì Hadaraard. 
Veridcata questa, studiamo il coinporlamenlo della funzione sul cerchio di con- 
vergenzii. Non si può esprimere con un'equazione la condizione affinchè un punto 
sia singolare, perchè ciò non esige nessuna particolare relaziono soddisfatta fra. 
i coetBcienti ; si può invece esprimere la condizione afflnehfe un intorno di un 
punto sìa regolare (vedi nij esempio la formula 21" a pag. SS della citata mo- 
nografia). Questa condizione dovrà essere soddisfatta per tutti I punti di un tratto 
finito del cerchio di convergenza, sa si vuole che quel tratto s);i regalare. In 
altre parole la prolungabilità di una funzione oltre il cerchio di convergenza si 
ottiene soltanto con l'assegnare condizioni addizionali, in mancanza delle quali,' 
e quindi nel caso più generale possibile, il cerchio di convergenza è tutto sin- 
golare. 

Quindi la conclusione enunciata da H a d a in a r d sotto questa forma e ainsi 
si le choìx dea a^ n'obélt à iiucunc loi, le ccrcle de convergenco est en gene- 
ral siiigulicr>, vale, ina deve essere complutatii aggiungendo dipo la parola loi 
una fi-iisc corno questa ■ subordinatiimonte alla condizione clic la serie ammetta 
un cerchio di convergenza di raggio assegnato ». 

Por Io studio effutiivo delle serie, questo punto di visla fc conveniente, per- 
chè il raggio (l<;l cerchio di convergenza b l'ilcniento che si può calcolare per 
primo; determinato il raggio, lo tindio ulteriore consiste appunto nel il ititi ngueie 
fra inliu le serie che aiuiuettono lo stesso cerchio di convergenza quelle pro- 
lungabili. 

Roma, 1906. 
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NOTE SUR 1,E LOGAPtlTHllli-INTÉGIIAL 



NIELS NIELSEN à Copenhague. 



Od Bait qao U sèrie logarithmique ordinairo 

(i) i„g(i-x)--5;?-" 

est divergente poar x ■= 1. Or, il est possible de faii'e converger vera l'anìté la 
Vitriable x d' une telle fa^on que Io terme de reste de la sèrie sasdite conver- 
gerti vers une limilo flnie et déiermlnée , BHVoìr la célèbre transcendante cannae 
BOQS lo nom: le logarithme-intégral. 

A cet effet, désiguons p.ir n un posltlf enticr quclconqae, puìs mettons 



(a) 



V'' a;' \T a;"'"'' 



il résulte, en vcrlu de (I) 

(3) R„(a:» - log(l - a:) f 8„(x) 

et nona aurons à déinontrer ceite propositìon intéressante, ce me semblo: 

Déiignona par x un nombre fini quelconqite différeiit de zèro, nona aoom la 
valeur limite: 

(4) lim R„ (l - -^ = H e-' , 
où 11 e''' défigite le logarithme-intégral, $avoÌr 

(5) li e-' = C + log a: + 2] ^—^ ' 

oit C désigne la conitatUe d' Ente r , tandi» que le logarithme qui figure au ee- 
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cond membre de (5) doit ètre déterminé, de sorte qu'il loit réel pour dea valeurg 
poeitivee de x. 

Quant & la démonstraiìon de (4) prenons poar point do départ la formale 
(3), noas aurons 

(6) R„ (l - ^) = Ioga: - log n + S„ (l - ^) , 

de sona qo'il s'agit d'ótudicr !a fonction 



.(-I) = 



où n désigne an posittf eiitier Uni quetconquc. 

A cet effet, déreloppons selon la formule binomiale tona los terraea qui 0- 
garent au second membre de (7) , pula détiignons pai- Aj, le coeCBcient compiei 
do la patBsaDce x'' dans l'exprcssioD ainsi obtenne, il réaulte 

(8) A,:i.i+i....+i 

et pour < p^ii: 



cette idciittté év 
(P_(,- l)(r-2). 



P 
à'oùf cn appliqaaut cette idciittté evidente 



1- 1-2-3...P p \p-ll' 

pour Ap l'autro expresBÌon plus comtnode 

d'où, cu verlu d'une fonnulc éléineutairc tfès connuc 

-(-')' ,11 (-1)' ii(»-l). ..w-p-l- 1) 



(10) 






ctì qui donticra pour S, { l - - ) celle cxprussion iiouvcllo 






Cela pose, mettons 

nfH-l)...(n-« + l) 
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la formale élémeotaire 

■>('4)(-4)-('-^)>'- '^'^^^: ""-' 

doonera immédlat«ment 
P08ODS eDSDite 

(13) «■ = r + ì + 5 + ---i-s-'°8». 

il réial:e flnatement, en rertn de (6) et (11), la formale 

(II) «n(l--) = C, + loga: + i"'-^^ _.^^_^._. 

F;«isons malntenant, dans (14), croUre aa dél& de tonte limite le posltif en 
ier n, on volt qne le dernier terme figarant aa second membre de cette formule 
tend vera zèro, de sorte qne la dé&nitloa de U constante d'Enler noua con- 
dairn immédiatement & la formale (4). 

Coroblnons encore les deaz formnles {3} et (4), il réfialte cette an^re va- 
leor limite: 



(15) 



HjnrS„(l-^)-log»]=li e-* -log a: 



qai est nne antre forme de la formale (4). 
Ealta, appliqaoDS l' identiré élémeiitaire 

-, 1-9" 
1 + 9 ^- 9' + . . . + 9'-' = j^ , 

pois mcttons-y 

»='-.;■ 

aae valcar limite très coanoe donnera cette aolre formale 
qoi est do jnéme geore qae (15). 
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SULLA FUNZIONE DI GRKEN E SUL PROBLKMA DI DÌRICHLET 
RELATIVAMENTE AD DNA CALOTTA Sli^RrCÀ 



VINCENZO Art ATO 



Qaesta notR si collega con l'altra Sull'etteniioHe alla superficie sferica eco. 
(R. Accadeiaia degli Zelanti, 3» serie, voi. IV), da me pubblicata nell'agoeto 1904. 

La funzione di Green, ivi soltanto definita per un'area sferica convessa 
qualunque, Bara qui (§ 1} espressa facilmente per la calotta con l'aoBilio d'una 
projezione stereografica. 

Il problema di D i r i e h 1 e t , del quale si è occupato negli spazt a carra- 
tura costante il prof. 6. F n b 1 n i (Ann. K. Scuola Normale Superiore di Pisa, 
voi. IX), è por la calotta sferica implicitamente risoluto dalle formole relative 
al disco circolare , quando si faccia uso della projeziohe suddetta della calotta 
sol disco (g I, art. 2). Daremo perciò nel § II la generalizzazione delle formole 
relative all'arca piana, cbe conducono alla risoluzione esplicita di tale- pro- 
blema {>). 

I. 

Funziorie di Green. 

1. Data una afera di raggio I, avente per equazioni : 

w, = seni- coafl , 

Xt = senr sen6 , 

X, = COSf , 



(1) Le questioni analoghe alle presenti, ma relative all'area piana, si posaònò, ' 
p. es-, trovare nel cap. Ili delle Lezioni tutta teoria delle funzioni di variabile coni' 
plesia ecc. del prof. L. Bianchi (Pisa, Spoerri, 1901). Il presente lavoro costì- 
tQÌsce un'utile applicazione di una teoria nota. 
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eonaiderìitnio una calofta, minore di mezza eferft, Avente per oestro sferico il 
pDDto (0,1, 0). Per tntti i pantE della ealotta, inclnal qaelll del sao contorno, 



Sulla sfera si ba : 



- sanr dr dh , 



8eDrl5r\ dr / eenr 38* J 

Dato an ponto sai contorao della calotta, indicheremo n la tangente al rag- 
gio sfenco in qacl punto, rivolta verso l'irriorno della calotta stessa. 

Cì6 posto, Steno m(r, S) ; |i(B, 8) due punti snl!a calotta, il secondo dei quali 
sia supposto Asso. Chiamando p la loro distanza srerica, si ha, com'è noto dalla 
Trigonometria sferica: 

cosp = cosR cosr + seoR seni- cos(6 — 0). 

Supposto che per le funzioni che et occorrono gieiio soddisfatto le condizioni 
che permettono introdurlo nella nostra analisi, la generalizzazione di notissime 
formolo ci fornisce la seguente : 

(1) [ OdiVdo+ f 4(U, V)«fc-- fu^da, . 

essendo i due primi integrali retativi alla calotta ed il secondo. al contorno di 

■ Dalla (1), scambiando le U, V e supponendo poi 

4,U .- , V = 1 , 
si ha: 

Dalla (1) segno facilmente: 

m /^(DA.V-VA.U)* = /_(V*^_U^)<Ì.. 

In qualunque area sferica interna alla calotta, che non contenga {t, si ot- 
tìeoo : 



com'è facile verificare. 
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Fatto ceotro in ^, si descriva luterDamente al contorno delta calotta tin cir- 
colo sferico di raggio sferico A e di contomo <'. Applicando la (3), posto : 

V=Iogtg|- , 

e supposto : 

4,Ù = 0, 
si ba (>): 

E poiché, come si è sopra osservalo : 

J,- vn 
cosi dalla relazione precedente rlnionc: 



Ma evidentemente si trova : 



i- dn i.- sen& 



sen& ' 
da' = senA dy , 

dove d's è l'angolo sferico che fanno i due raggi sferici proiettanti da i^ l'arco 
da' : sicché segue 

/[,,,,..-_„'l:;^)]. _./';.., 

Ora 

U..(I? = 2ì:U' + I (U,.-U')d?. 



(') S'intende liene che nella relazione della linea segaente la n e le derivate 
secondo n hanno un significato analogo a quello notissimo fissato per le aree piane, 
come del resto abbiamo sopra spiegato nel caso d'an solo contorno. 
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essendo V I) valore della funzione U nel punto [i; segaò perciò infine, com' 6 
ben noto 

Qaesta formola differisce dall' altra analoga relativa all' area piana per il 

cambiamento di logr in to^tg— , com'era facile intuire pensando cbo basta nna 

projezìone stereografica da un punto della sfera esterno alla calotta per trasfor- 
mare quest'ottima in un disco plano circolare, come adesso faremo. 

2. Per trovare la funzione 4 di Green relativa a )i(R, 6) si consideri il 
pnato P sulla sfera, diametralmente opposto a |i , indi il piano n passarne pel 
eentro H della sfera perpendicolarmente al diametro P;/. Projettando da P sul 
piano V il contorno della calotta data si avrà un contorno circolare E di contro 
C e dì raggio e, dentro il quale starA il punto H (centro della sfera). 

SI costruisca it coniugato armonico H' di H rispetto al circolo E. 11 panto 
H' 8ftr& l'immagine di un punto ;il' delia sfera. 

Si chiami X an punto mobile sulla calotta ed L la sua immagine sul piano 
s; s'indicbino infine con r, r' le disianze dei punti U, M' da L. 

Poiché : 

r = cot— (arcXP) = tg-|- , 

essendo arcXP la distanza sferica del punto X dal polo F di projezìone, posto 

MG - a , MM' = 6 , — = fc, 
e 

ai ha: 



* = - log \/ig'y + ft* - 26 tg -|- costo - logfc, 

dove 10 è l'aogolo che fanno in )i i due circoli massimi passanti altresì rispet- 
livamenle per |ji' e per ).. 

La {i) divcola la funzione ? di Green relativa ai punto M del contorno E 

>QÌ plano ::, quando si cambi tg— in r: perché allora si ha; 

9 = — log»"' — logfc. 

La (4) Soddisfa, come facilmente si verlflca, la A, = e sul contorno della 
calotta diventa : 

— logr = - log ig— . 
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Problema di Diriohlet. 



Àsenmendo per bgdbo positivo di una linea rjfi = coet.) quello verso cni ere- 
! r , per bcubo positivo di una linea 6(r = cost) quello verao cui cresce 9 , 



fA\ M 1 rA\ 



' dn senr 
Consideriamo adesso la funzione: 



log — - 



e facciamone la derivala in un punto (r, 0) della calotta nella direzione n. 

Tenendo conto della relazione di tiigonomelria sferica richiamata avanti 
(g I, art. 1), st etilene : 






dn ecnp Su ' 

_ 1 treenll cosr cos(6 — 6} - oosR senridr senBsenr 8en(6 - 0) dO) 
senflL senp Idn senp dn{' 

Dal triangolo sferico che lia per vertici t punti (0, 0, 1); (R, %); (r, 6) si 
ba pel cos''no dell'angolo a opposto al lato B: 

cosR - cosr eosp cosR ser.r - senH cosr co8^9 — S) 
senrecop «en? 



..(A). 



f.M C^) -senaBcnCe-tì) 

scnp 



Si ricava perciò inflnc : 



L£ = _L[co,(,^,)e„.(,;)to„,(."p)c, 
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avendo assnoto per direzione positiTa di f 4)nclta che va dal ponto mobile ai 
punto flsao. 

Ciò posto, siono A e H, dae paati del contorno della calotta, pò Iti distanza 
sierica dal punto mobile M, al punto fisso A. f)e n è la tangente in ÌS, al raggio 
sferico della calotta, rivolta verso l'ÌDlerno, se C è on circolo sferico di centro 
A pasaante per H, , se da' (su C) è la proiezione di da (sul contorno della ca- 
lotta), avendo dt' e d^ l'estremo coniane H, , si ba: 

da 

. da' i senpo d? , 

essendo d^ l'angolo sferico che fanno in A i dne circoli masBÌmi projettanti da'. 
Segae perciò : 

Ben Po 
Tenendo conio della (5) si ha infine : 






essendo il primo integrale relativo al contonio della calotta. 

Dalla (3), per U = !, se il ponto fisso è nell'interno della calotta, si ottiene: 



J — a — " 



I il punto fisso è aireetemo, essendo log tg^ funzione armonica, si trova : 






0» 
■e il punto fisso b sul contomo si ha la (6), cioè : 



- da = v:. 



J 8» '' 

t 
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Sicché le formolo di Ganss relative in an'arca piana all'integrale: 






valgono per la calotta sferica rigaardo all'altro ('); 



/: 



■(<). 



Possiamo adesso conclndere che la risolazior.e esplicita del problema di 
Dirìchlet per la caloita si deve intendere senz'altro ottenuta perchè le ul- 
teriori generalizzazioni sono immediate. 

Adernò (Catania), Dicembre 1905. 



(') Dette formole valgano nhreal ia generale per nn' area sferica qualunque, 
che : nel 1° caao abbia nell'iaterno il punto p = ed all'esterno p = i; ; nel 2° caso 
non contenga né il punto p = né il punto (i = it ; nel S» caso abbia sul contorno 
(in un punto non singolare) il punto p = e all'esterno p = s. Se i punti p = 0, 
p = ic sono entrambi interni (oppure sul contorno) l'integrale é nullo. 
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Sl'l,l,A TEOlilA DtLLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE 
DEI, l'RIMO ORDINE 

DEL 

D.r P. FIORENTINI di Forlì. 



INTRODUZIONE 



La presente monografia appunicne iilU teoria analitica dulie equazioni dif- 
ferenziali, cioè allo studio dello equazioni diCfereuzlali dui punto di vista della 
leoria dello funzioni analitiche. 

Oli amichi dicevano integrata nn' e(|uazioii6 dlfTurenziale io un sistema dì 
equazioni difTerenzIali simultanee) quando riuaciviino ad esprimerne la soluzione 
geDerale col simboli delle funzioni elementari, lo sole funzioni a loro note. 

Ma l' intej^razione cosi intesa non riesce che in rarissimi casi, che devono 
riguardarsi comò eccezionali ; e ciò nou tanto per la deficienza dei melodi d'in- 
tegrazione quanto per la frequente impossibiliià dell'integrazione stessa. L'im- 
possibilitji si manifesta in semplicissimo equazioni differenziali quali quelle del 

tipo — ^ = /(x), dove /"(.e) .è una funziono elementare: l'integrale di una tale 

equazione, cioè l'integralo indefinito j/(x}dx ■ non è sempre esprimibile con le 
funzioni elementari. L'integrazione indeflinln (h differenza della derivazione) ap- 
plicata a funzioni conosciuto può darts funzioni non conosciuto. È noto che gl'ln- 
ttgrali indefiniti non esprimibili con le funzioni conosciute si riducono a forme 
canoniche di integrali indefiniti, cho come nuove trascendenti vengono introdotte 
nel campo delle funzioni conosciute: cosi vennero nd esempio introdotte nel- 
l'analisi le ora classiche trascendenti: intognil-logariimo, integral-seno, integrali 
Abdiani dello tre specie. In tal modo il problema dell'integrazione indefinita re- 
sta risolto e con esso il problema dell' iutugrazìanc delle equazioni differenziali 
riducibili a quadrature. 

Spetta a Legendre il merito di avere rivelato l' impossi bilia di cui ab- 
biamo detto sopra, osservando pei ]irimo clic l' integralo ellittico non si poteva 
esprimere per mezzo delle funzioni ali^ebriche e delle trascendenti elementari e 

TOL. XLIV. i 
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che per oalcolArlo era necessario introdurrò ouove irascendeuti, Abel cjacobi 
riconobbero più importante della traBccndeiite : 



"/ 



d,, 



\'(i-!/'Ki-fcV) 



che a quel fine introdusiio Lego nd re, la funzione inversa, cioè l'integrale del- 
l'equazione : 



\dxj 



(l-y*)(l-iV) 



elle ha Buir altra 11 vautuggio di essere uniforme : la classica trascendente sn.r. 
Dagli studi di Legcndre, Abel, Jacob! ebbe origino la teoria delle fun- 
zioni ellittiche. Mediante l'Jntroduziune della snx fa effettuata l'integraziono della 
precedente equazione differenziale e di quelle clic si sapevano ad essa ridurre. 

[| Jacob! ecoprì pure le funzioni abeliane, mediante le quali ai potè espri- 
mere t'integrale di altre classi di equazioni differenziali che in tal modo diven- 
nero integrabili. Ci6 dunque bastava a mostrare che per integrare un'equazione 
dìETerenziale poteva essere necessaria l'introduzione di nuovo trascendenti. 

Ma lo studio delle c<iuazÌoni differenziali nel campo complesso sia in fatto 
di metodi di integrazione per mezzo delle funzioni conosciate, che in fatto di 
scoperta di nuovo trascendenti atto a.l integrare equazioni differenziali non n- 
vrebbe più oltre progredito se lo sviluppo della teoria delle finzioni analitiche 
non avesse consigliato un altro indirizzo, non avesse cioè suggerito di furmnlare 
diversamente il problema dell'integrazione: ond' ebbe origine la teoria analitica 
delle equazioni differenziali. 

Secondo questa moderna teoria la risnloziono dui problema d' integrazione 
di un'equazione differenziale (o di un sistema di (equazioni differenziali) è prin- 
cipalmente basata sulla teoria delle funzioni aniiliticlie e puf) dii'di risulta di Ire 
parti ; e cioè : 

!■ Si dimostra l'esistenza dell' integrale; ossia sì determina un e'cniento 
di funzione analitica soddisfacente l'equazione differenzialo e a dntc conilìzioni 
iniziali non eccczlonati, le quali ìniniducoiio le eostnnt) arbitrarie d'integrazione. 
In tal modo si effettua l'intcgrazic^ne iicH'iniorno di un punto; col metodo della 
continuazione analitica si e^ctiua riiiicgranione in iu;to il cninp') di validità 
della funzione definita dall'elemento iniziale; ma questo mctudo ha un valore 
esctasìvamente teorico, onde l'integrazione può dirsi effettuala teoricamente. 

2.» Si riguarda l'equazione differenziale come l'ente che definisce insieme 
ai valori iniziali una funzione analitica. Dall'equazione differenziale stessa si de- 
sumono, per quanto è possìbile, le proprietà di questa funzione analitica, qaali 
ad esempio: il numero, la posizione, la natura delle sue singolarità, la dlstriba- 
zione degli zeri, il numero dei valori, la perìodleiià cce. ecc. Sì cerca se la fun- 
zione stessa è noia, o meglio, se la funzione e la variabile sono legato da simboli 
di funzioni conosciute ; in questo caso 1' equazione è integrata nel senso antico 



),Googlc 



K 27 )( 

della parola e si dice che l'equazione b integrabile. In caso contrario la fanzione 
ÌDtcgrale è una traacendenle nttova; con la conoscenza delle sae principali prò- 
prlelft si ba la conoscenza delta funzione, ctie è da esse caratterizzata. 'e si pa6 
diro che è effettuata l'inlcgrazione qualitativa. 

3.» 8i cerca un'espressione ariimciica che rappresenti l'integrale in tutto 
il suo campo di validità, cioè si eseguisce l'inlegrazione quautitativa. 

Tj 'integrazione delle equazioni differenziali quantunque intesa in senso cosi lato 
Suora non riesce clic per classi assai particolari di eiiuazlonì differenziali; tut- 
lavin non « ìnipossibìle mai; essa, fondata principaltnenle sulla teoria delle fun- 
zioui annlttichc, s' a v va maggia grandemente dei progressi di questa; viceversa 
lo studio delle nuovo trascendenii che possono definire le equazioni differenziali 
può giovare all'incremento della teoria delle funzioni. 

Nella sua prima parte la risoluzione del problema dell'integrnzione fti data 
fin dal 1841 dal Caa'cliy col suo teorema sull'esistenza dell'integrale, che sia 
n buse della teorìa analitica delle equazioni differenziali. 

Quanto alla seconda parte l' integrazione è subordinata alla risoluzione di 
svariate qneslioni assai complesse, in gran parte inaccessibili, delle quali si oc- 
cupa appunto la teoria analitica delle equazioni differenziali; esse s'aggirano 
intorno ai seguenti punti: studio delle singolarità, degli integrali; ricerca dello 
dissi di equazioni differenziali integrabili per mezzo delle funzioni conosciute; 
introduzione di nuove trascendenti che servano all' Integrazione delle equazioni 
differenziali ; e sopratutto interessano le irnscendenti uniformi ; onde uno dei 
principali problemi, già posto fin dagli stadi di Abel e Jacob! cui abbiamo 
acccinialo, è la determinazione dello cqnnzlonì differenziali che definiscono tra- 
scendenti uniformi nuove. 

Relativamente alla terza parte dell'Integrazione se l'integralo è uniforme si 
eCTL-tiaa in base al recente teorema dato da U 1 1 1 ag-Lef f I o r sulla rapprc- 
seninEìone di una funzione analìtica uniforme nel suo campo di vnlidìtà. Deter- 
minato in baso al tcorcnia di Cauchy l'elcmenta iniziale dell'Integrale, il teo- 
roma di H 1 1 1 ag- L e ff I e r insegna a costruire in loAnitl modi una serie di 
polinomi convergcnic uniformemente in tulio il campo dì validità dell'integrale, 
la (|uale ivi rappresenia l'integrale stesso. Se poi risultasse che la funzione in- 
ic^ralf è trascendente intera lo stesso teorema di Cauchy da con l'elemento 
iniziale l'csprcssiono cercata, 8o l'integrale fosse una trascendemo fratta, quindi 
rapprcreiiiabile eoi quoziente di due Iriisccndenti intero, potrà darsi si possano 
deloriitin.irc' queste irasceiidenti intere. ìiifliic so l'integrale ò uniforme e se si 
riesci' il scoprire la posizione e la iiatur.-i ileilo sue singolarità, potrà darsi sia 
poBBibile rappnseniarc l' inicgrale con lo suo singolarità basandosi su un altro 
noto teorema di M 1 tt ag-Le f f 1 or. Se l'integrale non è uniforme, il teorema 
di HI t tag-Le f f I e r sulla rappresentazione di una funzione uniformo eoo se- 
rie di polinomi permette la rappresentazione soltanto del ramo nionodromo cor- 
rispondente all'elemento iniziale nella relativa stella. 

Anche pel fatto che se l'integrale 6 uniforme si può dare un' espressione 
aiitmctica che rappresenta l' Integralo in tutto il suo campo d' esistenza 6 inic- 
resEantfl il problema della determinazione delle equazioni differenziali 11 cui in- 
tegrale è uniforme: esse si possono riguardare come integrate. 
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ConsidercvoliRcnto avìlnppata ò la teoria analitici dello eqaaxioai differen- 
ziali lineari, che sta coinpIetamentQ a s6 e elio pi-eaenia una notevole analogia, 
con la teoria delle equazioni algebriche. Gl'integrali delle «qaazioni differenziali 
lineari, in ispecie qaelle n coefficienti razionali, Bono, fra gì' integrali delle equa- 
zioni differenziali, lo funzioni più conosciate dopo le funziooi algebriche, le tra- 
scendenti elementari, le funzioni eltllliolie, gl'integrali tndeHnill e le fuozioni abe- 
. liane. 

Ciò ò conseguenza, olire che della foiina semplico dell'equazione, di una no- 
tevole proprietft delle equazioni differenziali liuoaH, quale è quella che i loro in- 
tegrali hanno i punti tingolari fiati, e cioè la posizione delle singolarltft non di- 
pende dai valori iniziali ; gl'inlegi'ali possono avere punti singolari soltanto nei 
ponti aingolari de! coefficienti dell' equazione, supposto nguale ad ano il cocffl- 
cienle della derivata d'ordine più alto; tale proprietà facilita lo studio degl' in- 
tegrali e l'integrazione ('). 

Assai minore, per quanto non indifferente, b lo sviluppo assunto dalla teoria 
analiiica delle equazioni differenziali ordinarie algebriche non lineari (*) ; non 
molti sono I risultali soddisfi! centi ottenuti ; sono gravi le difficoltà che ai pre- 
sentano e che s'elevano con l'ordine dell'equazione differenziale. Ciò dipende 
principuimenle dal fallo che gl'integrali dì tali equazioni poBSono avere singola- 
rità mobili, e'wb variabili di posizione col variare dei valori iniziali, non mesRC 
ÌD evidenza dall' cqunzione. Perciò in questa teoria si presenta il problema di 
determinare le classi di equazioni il cui integrale generale ha fìsse le singolarità 
di natura più complessa, quali i punti critici e le singolarità essenziali. Ma par- 
ticolarmente interessante è la determinazione delle classi di equazioni il c<;i in- 
tegrale non ha ponti critici mobili, perchè fra queste sono compreso quelle Qlassi 
di eqaazìotii il cui integrale è aniforme; inoltre le equazioni il cui inlegralt> ge- 
nerale ha { punti critici fissi, sono interessanti anche perchè costituiscono una 
naturale estensione dell» classe delle equazioni differenziali lineari, e le propnoià 
di queste che dipendono dall'avere 1 punti critici fissi, In particolare, I metodi 
d'integrazione coi} le funzioni fachsiane, si estendono a quelle. 

Daremo ora un rnpìdo cenno d'i lavori principali di cui è stato oggetto lo 
stadio delle equazioni differjcnziali algebriche non lineari. I primi cronologica- 
mente sono relativi alle equazioni del prini'ordino. Furono Briot e Bouqnot 
che aprirono In via allo studio delle proprietà delle funzioni definite da un'equa- 
zione differenziale del prim' ordine con due classiche memorie pubblicate nel 
lese (■). 



(') La bibliografia Jelle equazioni differenziali lineari è estesiseinia ; si hanno 
in particolare classici lavori di Fuchs e Poincaré. Tutti i risultati ottenuti 
fino al 1901 sono raccolti nel " Handbtich der linearen differentìalglèìchungtn ^ 
dello Schleainger. 

('} Diremo algebrica un'equazione differenziale ordinaria F = dove F è fun- 
zione algebrica della funzione incognita e rielle derivate ed è funzione aaalitica 
qualunque della variabile indipendente. 

(3) Journal de l'École Polytechnìquo, t. XXI, 1856. 
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Nella prima di queste niomorio, Herìwìches i,«r le» projirielé» det foncUon» 
dtfiiiie» par des équaiicna di'ffèretitieìles, dopo aver dato ana dimostrazione più 
semplice del teorema rondamcnlalo di Cauchy sull' eeistcnza dell' ititegra,le e 
dimastratn con implicite rcstriziooi l'nuiciià dell' intt-gralc avente valori iniziali 

dx 

slenza e Bill comportamento dfgl'inlegrali nell'intorno di valori iniziali os^ , y^ , 
singolari ppr il co(ffi<;ientG difiercnzinle e precisamente considerano i casi: 
l.o die 11 coefllcicnlc differenziale abbia un poto in (x<i,j/v); 
2.0 clic il coefficiente diffeienziale si presenti sotto la forma indeterminata 

— , per * = Xo , j/ = j/o , ma sia nniforme nell'intorno di (x^ , Vt,); 

3.0 che il coefflcicnie differenziale eia radice di tin' equazione algebrica 
T{x, y, y') = ed abbia nn ponto critico in {Xf, , j/o)- 

DiscmoDo completa mente il primo caso, assai semplice. Quanto al secondo, 
malto complesso, riducono I' equazione a forme tipiche relativamente alle quali 
dìiiiio parecchi importanti teoremi , che però non risolvono la questione che io 
casi particolari ; la questione stessa fu più tardi ripresa ed anche estesa ai si- 
stemi di equazioni differenziali, quindi nlle equazioni differenziali d'ordine supc- 
riore da insigni matematici quali Poincaré, Picard ('), Bendixson, 
Horn, Lindeloff, Antenne, Darboux, ciononostante la discussione 
è lanfi^ dall'essere esaurita. 

Per discutere l'esistenza e il carattere degl'integrali nell' intorno dei valori 
iniziali (Xg ,j/o)r luando il coefficiente differenziale è radice di un'equazione al- 
gebrica P(£t, y, y') - ed in (x^ , y„} ha un punto critico col valore y'^, B r i o t 
eBonqnet distinguono i casi che non si v eri fichi , oppure si verifichi ia 



i^hi^'i^hi'"-' 



nel primo caso, che è il più generale, risolvono la questione ; il secondo caso lo 
riducono con opportune trasformazioni al caso in cui il coefficiente differenziale 



Nella seconda memoria, Integration» det équalìon» diffèreìUielles au moyen 
det fonctìons elliptiquea, Briot e Bouquet considerano l'equazione differcn- 



lialealg-ebricaF/ff,^ J = 



in cui la X non tigura osplicitaincntc ; d&nno le con- 
dizioni necessarie e eafficienti perchè il suo integrale generale sia uniforme; di- 
mostrano che se è uniforme l'integrale è una funziono doppiamente periodica, o 
semplicemente periodica, razionale e effettuano per tal modo l'integrazione per 
mezzo della smE e sue degeneri (tango;, x). Considerano pure il caso che l'inte- 



(') Traité d'Analyse, t. Ili, cap. I e II. 
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graie della F| y, t" ) ~ sia nna ftinzionc ad n valori e trovano che allora esso 

è legato a stìcc, o a tungx, o ad a? da una relazione nlgubnca di grado n in y. 

Il Fuciis nel 1884 in una celebre memoria Ueber Differentialgleichuagen 

deren Integrale fette VerzwetguHspunkte beaitzen (•), generalizzando con metodi 

diversi il teorema di Briot e Bonqnet Bull'equazione Pf y ,-r- ) = 0, diede le 

condizioni necessarie o sntQcIenti, perchè i ponti crìtici dell' integrale generale 

di un'equazione differenziale .algebrica del prim'ordìne F(a5, Vi y-) - 0< i" "ni 

figura esplicitamente la x, siano fissi; spinto anche dnl faito che l'avere l'inte- 
gralo generale i punii critici fissi b una carnttcristica delle equazioni differen- 
ziali lineari, dalla quale derivano notevoli proprietA delle equazioni stesse. Il 
F a e h s nella stessa memoria considera due classi speciali di equazioni V{iC, y, y')=Q 
a ponti ci'iiici fissi e cioè, riguardando la F=0 come ona relaziono algebrica fra 
y & y' a indicando con p il suo genere, le clsssi j) = e ji = 1 ; dimostrando che 
le equazioni della classe ;; = si riconducono con operazioni algebriche «Ha 
classica equazione di Ri ce a ti, la quale poi si sa ridurre all'equazione lineare 
omogenea del second'ordine. 

Il Poincaré nel 1885 nell'importante memoria iS^tir un thiorème de M. 
Fuchg (*) completò le riccrclic del Fuchs dimostrando che lo equazioni diffe- 
renziali del prim' ordine nlgebricho a punti critici fissi, sa p-l, ai riconducono 
algebricamente alle quadrature, se p > 1 s'integrano con procedimenti puramente 
algebrici. Con che testò stabilito clic le equazioni differenziali algebriche del 
prim'ordìne a punti critici fissi non costituiscono classi rcalmenio nuove di equa- 
zioni differenziali ; si può dire che le turo forme canoniche sono 1' cquazijne di 
R i e e a t i, o so vnubi l'equazione lincaro omogenea del 2'> ordino, e lo quadra- 
ture; asse sono intogrubili, cioè, riguardando, per ragioni già addotte, come co- 
nosciuti gl'inlegraii delle equazioni differenziali lineari, s' iuU-grano senza intro- 
durre nuove irasecndenti. Il Poincaré col suo geniale metodo d'integrazione 
delle equazioni differenziali algebriche del prim'ordìne a punti critici fissi esau- 
risce lo studio di questa classe di equazioni. 

I risultali di eccezionale importanza del Poincaré enuio inattesi; con- 
trariamente alle speranze di Fuchs le equazioni differenziali del prim' ordine 
algebriche a ponti critici fissi non possono definire trascendenti nuove; con que- 
sto però il teorema di Fuchs non perde dt valore, Inqoantocliè serve a rivelare 
ona classe estesissima di equazioni differenziali integrabili col metodo di P o i n- 
oaré e particolarmente metto in evidenza una classo di equazioni differenziali 
del prim'ordìne, il cui integrale è una funzione algebrica di x. 

Però i risultati di Fuchs e Poincaré si prestavano a gravi obbie- 
zioni tolte più tardi con due importanti teoremi dal Pai ni e ve. Il Fuchs 



(') Si tzuDgsbe Fichte der E&niglich Preossischen Aksdemie der Wis 
za Berlin — gingno 1884, pag. 699-710. 
(*) Acta Mathematica t. VII. 
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areva dato le condizioni neeesaavio e saffidonti, perchè I pantì critici algebrici 
dell'Integrale generale di on' equazione differenzialo algebrica del prim' ordino 
siano fissi, ammettendo Implicitamente che i pnnti critici tratcendenti dell' inte- 
grale generale dì una tale equazione sono fissi, come del resto avevano fatto 

Briot e Bonqnetnel dare le condizioni [icrchè l'inlegrale della ^\!/ i-f) =0 

eia unirorme; ran ciò naturalmente non era legiitimo; era necessaria nna rigo- 
rosa dimostrazione della proprietà ammessa, tanto più che si sapeva che la pro- 
prietà stessa non era estendibile allo equazioni differenziali algebriche d'ordine 
Buperiore al primo. 

Il P a i n I e V é nel 1687 nella sua tesi Sur les ligae.s tingulières dea fonctiont 
analytiqiiea (') dimostra un teorema Sngl' integrali di un'equazione differenziale 

del nrim' ordine, di cui il coefficiente difTcrenzialc v~ ^ funzione analitica nni- 
' ' da: 

forme o ad n valori dì iX e ^, del quale è interessante I' applicazione al caso 
che l'equazione differenzialo sia algebrica; nel qual caso il teorema dice che le 
singolarità trascendenti dell'integrale generale sono Osse. È in vinti di quel teo- 
rema che le condizioni di F u e h s sono non solo necessarie, ma anche sufficienti 
perchè lutti i punti critici siano fissi. 

Il Poincaré trattando il caso p > l, dal fatto che l'integrale di un'equa- 
lioDc differenziale algebrica del prÌni''ordÌne F(x, y, y') = a punti critici fissi 
ò una funzione a un-valoro dei suoi valori iniziali y^ , y'^ in un ponto x = w^ 
gcDi-rico ed è sempre detcrminata, dedusse senz'altro che l'integralo stesso è una 
funzione razionale di (y^ , y'g). Ciò non era pnnto legittimo ; le equazioni che il 
Poincaré integntva avevano i punti crìtici fissi, ma nulla escludeva che po- 
tessero non essere le sole. Il Puinlcvé dimostrò che l'integrale di un'equa- 
zione differenziale del prim'ordine algebrica F{x, y, v')-0 è una funziono ana- 
litica dei suoi vnlori inizinli (y^ , y\) in un punto generico iTg , la quale per a; 
generico non può prcscntiire singo'nrità non algebriche; ondo nel caso che l'e- 
quazione sia a punti critici fissi quella funzione, essendo a un valore, è razio- 
nale. Con questo secondo teorema del Paini e ve lo studio dello equazioni dif- 
ferenziali del prim'ordine algebriche a punii critici fissi è completo ('). 

In seguito il Fui ni ove in un'estesissima memoria, Sur les équàtiona dif- 
firenlieUea du premier ordre ('j. e nelle sue Le.gona de Stockholm considera le 
equazioni diScrcnziiiM algebriche del prim'ordine il cui integrale prendo un nu- 
mero finito, dato o no, di valori intorno ai punti critici mobili. Come conclusione 
di tale studio trova che; si può riconoscere con operazioni algebriche se l'inte- 
grale di un'equazione differenziale del prim'ordine algebrica prende un numero 
dato di valori intorno i pumi crìtici mobìli e, quand'è cosi, ail'e^iuazione è eston- 



(') Annales de la Faculté dea Sciences de Toulouse, ISA». 

{*) Gli accennati teoremi del Paìnlové trovansi nelle sue Lenona de Sto- 
ckholm. 

Cj Annales dt- l'École Normale supérienre, l891-9'2. 
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dibilo il teorema di Poincaré snrrlferlto ; non è sempre acccseibile la qae- 
atione df riconoscere se l'integralo prende un numero finito non dato di vnlori 
intorno ai pantì critici mobili ; quando t'integrale prende un numero finito, àato 
o no, di valori intorno ai punti critici mobili, esso non b una trasoendente uQOva, Sì 
occupa poi dell'equazioni differenziali del primo ordine algebriche il cui integrale 
prende un numero fluito di valori in lutto il piana e in ptii-ticolare di quelle il 
cui integralo è una funzione algebrica, cioè tratta il cosidetto problema dell' ìn- 
topruziono algebrica; problema assai complesso sai quale 11 Darboux fin dal 
1877 aveva pubblicato una memoria magistrale ('), che fu poi ripreso dall'An- 
tenne ('), dal Poincaré ('; e che tuttavia non è ancora completamente ri- 
solto. 

Con ciò abbiamo passato in rassegna i principali studi relativi alle equa- 
zioni difTerenziali del prim'ordine. 

Ben pia gravi difScoliA presenla lo studio di tin sistema di equazioni diffe- 
renziali simuliance algebriche noi) lineari, quindi di un' equazione differenziale 
algebrica non lineare d'ordine superiore al primo. È naturalmente piit complt-sso 
lo stadio del sistema nell'intorno delle sue singolaritli ; ma 6 lo studio dell' in- 
tegrale, quando la variabile si alloutana dal suo valore iniziale, che viene seria- 
mente oBlacoiaio da un fatto, che non accade per le equazioni dìffereniiali alge- 
briche del prilli' ordine, qual'è la possibile esistenza di singolarità trascendenti 
mobili, che non si possono in alcun modo pravedere. Limitandoci all'equazione 
del sccond'ordino : 

., ^ Pjx, y, y') 

" Q(3;, y, y') ' 

dove P e Q sono polinomi in a:, y, y', se a>^ , y^ > y'n sono valori che non annul- 
lano contenipoi-ancìiincnlo P e Q, si sa studiare in vicinanza di x^ V integrale 
y(x) definiio dalle condizioni iniziali y(isc^) = Vo t y'(!>'o) = y'ti- Se se, , y» , y'o an- 
nullano tanto P che Q, il punto x^ può 08361*6 una singolarltk trascendente mo- 
bile per gl'intcgviili soddisfancnii a quelle slesse condizioni iniziati ; è solo in casi 
particoltiri che i metodi dì Poincaré ed altri cai iibbiiimo già accennato, per- 
mettono di studiare quegl'integrali ncll'iiiioino di a-^\ tutiavia ai concepisce che 
sia possìbile eslcndcre quei metodi. Ma l'iNlcgralc ytjcì può avere punti singolari 
mobili x = a tuli che ylx), o y'(£ , o enirambo non tendano ad alcun limite finito 
o infinìlo quando x tende ad a su di un qualsiasi caminiiio ; cosiccliè l'esistenza 
e la natura di qucsii punii singolari essenziali, che possono essere anche critici 
non si può iu alcun modo dusummc dallo studio dell' equazione differenziale. 
Prendiamo ad esempio l'uqmieionc diff*;rcnzia!e algebrica de! 2" ordine: 

1) ,".,'. J^'-'^^'-*i-^'*'U ' -'. 



(*) Bullelin des Suiences mathématiquee, h°76. 

{*) Journal tlu lÉcole Polytechiiìque, 1891— Aimalps de la Facullé de aciences 
Alt Lyon, 180-'. 

('} Comptes Rendiis, 18U1 — Hciidiconti del circolo matematico >li Palermo, 1891. 
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dove À e ifc* sono costanti ; Il suo integrale generale è (') : 
y = snj, IX log(Aa; + B)] 

eoo A e B costanti arbitrarie; quando a; tende a — — ■ sudiunqaalttnque oam- 
roioo, y(x) non tende verso nessan limite ; inoltre infloiti valori di y{x) si per- 
matano intorno al ponto x = — 7- (a meno ohe 2i:iX non sia un periodo, o una 
parte aliquota di un periodo di sn^,) ; eppure dall' equazione non si pud desu- 
mere r esistenza di un tal punto singolare essenziale e critico ad un tempo e 
mobile. Tipi classici di equazioni del 3° ordine mostrano che le singolarità tra* 
scendenti mobili degl' integrali possono essere di natura comunque complessa 
(lince singolari essenziait, areelaconari, ecc.); ad esempio l'integrale della 

v»(w"' + ^'y'T = ff"'(i6 y^y'" + 1) 

che 6 una funzione modulare, ha come campo di validità un cerchio mobile col 
variare del valori iniziali. Si concepisce immediatamente l'enorme difflcoll& che 
crea l'esistenza sempre possibile di tali singolariià trascendenti, variabili di po- 
sizione col variare delle costanti d'integrazione, e di cui l'esistenza e il carattere 
non si manifestano con lo studio dell'equazione differenztalc. Si concepisce pure 
come lo studio delle proprietà degl'integrali di un'equazione differenziale alge- 
brica d'ordino superiore al primo, ad esempio la ricerca delle condizioni neces- 
aarie e eufficientl perchè l'integrale abbia i punti critici fissi, o sia uniforme, sia 
di straordinaria complessità e ricliieda metodi essenzialmente diversi da quelli 
cho servono per le equazioni differenziali algebriche del prim'ordine, data quella 
profonda differenza fra queste e le equazioni d'ordine superiore. Oi& 1' esempio 
1) mostra che le condizioni perchè l'integrale generale di un'equazione difieron- 
ziale algebrica d'ordine superiore abbia i punti critici fissi possono essere di na- 
tara trascendente; cosi in quell'esempio perchè l'Integralo 

ff = snj,(Alog(A3: + B)] 

abbia i pnnli critici fissi, cioè non abbia il punto critico mobile x = nel 

A 

qua! caso è nuiforuie, bisogna e basta che '2ì:jX sia un periodo di snu ; condi- 
zione trascendente che non si sa verificare con un numero fluito di operazioni. 
Il Fuohs invece {loc. cit.) non prevedendo la possibile esistenza di singo- 
larii& trascendenti mobili, in particolare di punti critici non algebrici mobili, ri- 



(') Per vederlo si derivi aaocessivamente due volte, indi si eliminino le costanti 
A e B, 

VOL. XLIV. & 
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tenne il sao metodo e 1 saoi riaaltati esiendibili alle equueiooi differeaelali al- 
gebriche d'ordine superiore al primo. E cosi pnre alle equazioni differenziali al- 
gebriche di ordine superiore al primo a pantì crìtici QsbÌ, il cai integrale generale 
pa6 peraltro «vere singolant& essenziali non critiche mobili (come succede nel- 
l'esempio 1) se il punto X = — —• non è critico), non è in generele estendibile II 

metodo d'integrazione delle equazioni del prtm' ordine a punii critici fissi del 
Poincaré; inquantochè questo metodo è basato sul fatto che l'integrale ge- 
nerale di un'equazione de) prim'ordine algebrica a ponti critici fissi è funzione 
algebrica della costante d'integrazione, mentre invece l'integrale generale di una 
equazione differenziale algebrica d'ordine supcriore a punii critici fissi può avere, 
come funzione dello costanti d' integrazione, aingolaritJL eeseoziali di qualEiasi 

complessa natura: eosl nell'esempio 1), anche se a: = non è criiicoJ'integrale 

A 
y b una funzione uniforme, ma trascendente delle costanri A u B. 

D'altra parte in seguito al teorema di Poincaré sulle equazioni del prì- 
m' ordine a punti critici fissi il problema della determinazione delle equazioni 
differenziali algebriche d'ordine superiore al primo a punti critici fissi, o a inte- 
grale generalo uniforme diventa ancor pi(t interessante, Inquantochè solo esse fra 
le equazioni dlffeienziali algebriche possono definire trascandenti uniformi nuove. 

Il primo ad occuparsi dì tale problema lioiitalAmente allo equazioni del 2 ' 
ordine fa il P i o a r d il quale dal 1680 al 1895 vi ha dedicato parecchie memorie 
interessanti, senza per{> giungere a risultati molto floddisfacenti, non avendo po- 
tato superare la difficoltà di cui abbiamo parlato sopra, oh'agli notò per primo. 

Nella prima di queste memorie. Sur una proprUlé det fontlioni unifomeB 
d'une variable liéea par une relation algébrique et sur une elatte 4' équa^innt 
différentiellet ('), Il Picard considera l'equazione del tipo 

d*y 



{-%)-" 



dove P é simbolo di polinomio, e determina quelle il cui integrale generale è 
uniforme; dimostra che quando l'integrale generale 6 uniforme esso é una fun- 
zione razionale di x, o di e*" {k = costante), oppure è una funzione doppìaipente 
periodica: risultati identici a quelli diBrIoteBoaqaot relativi all'equazione: 

In seguito nello studio Sur l'invertion det intégràlta à mìtlHfMtateHr» (■) ij 



(') Comptes Rendas, 1860, t. 91. — Bnlletln dcs Sciences Uaihématlques, 1880, 
tomo 4. 

(*) Journal de LioaviHe, 1869, t. 6 (4> serte) pag. 300-318.— American Journal 
1694, t. 16, pag. 111-112,— Traitó d'Analyae t. 3, pag. 66-80. 
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Picard considera l'equazione : 



, e precisBinent' 
x=/,I*(i"''i',ì„{.) 



con A{]/) funzione algebrica dì p, e precisamente la considera sotto la forma 
equivalente 



{') Dalla 

derivando rispetto g si ottiene : 

osde: 

dx 
da cui derivando rtupetto a; si ha : 

Ceroare le condÌEÌoni percliè l'integrale di questa eia uniforme equivale quindi a 
cercare le condizioni perchè l'inversione dell'integrale: 

dia per y ana fnnsione uDiforme di x. Se in particolare la funzione : 

i algebrica allora x = ^R(y)di/ è un integrale abeliano. Ora il problema trattato da 
Briot e Bouquet di dare le condizioni perchè l'integrale di una equazione 

F(ff, ff')"= 

sia aniforme equivale al cercare le condizioni perchè l' inversione dell' integrale a- 
beKano : 

dia nna fnnsiona uniforme ^(x) ; perciò il P i e a r d chiama il problema ch'egli tratta 
gittéralitatìon dea iquationa de Briot rt Bouqutt (Tralté d'Aoalyse, t. 3°, pag. 66). 
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e cerca le condizioni perchè y eia faiizione uniforme di x, sotto la reatrizione 

cbe la funzione e-' ^' ^ non abbia punti Eingolari trascendenti, cioc che la x 
non abbia, solla anperflcie di Rlemann della funzione A(y), cbe punti singolari 
algebrici e infiniti logarìtmici: trova come condizione necessaria che la rìcman- 
niana AQ/) deve essere di genere o 1 e mostra cbe se l'integrale y è nniforme 
esso è : una funzione doppiamente periodica, o una finzione razionale di e*' 
<fc = costante determinata), o di iC. Cosicché le due classi di equazioni a integrale 
nniforme considerate dal Picard sono integrabili ; non possono, contrariamente 
a qnanto sperava il Picard, definire trascendenti nuove. 

Nella celebre Mimoire sur les fonctiona algébrique» de deux ttariablet (') il 
Picard considera t'equRzione : 

V" dx ax^/ 

dove F è simbolo di polinomio e la variabile x non figura esplicitamente. Dap- 
prima ne fa uno studio poco interessante inqnantochè suppone gratuitamente che 
il suo integrale generale sia uniforme, anzi trascendente intera o fratta e inoltre 
che sia una funzione razionale dei valori iniziaK po t v'o j y"o (con F(j/g , y'^ , !/"o)—0)> 
indi, applicando teoremi sulle trasformazioni birazionali delle superficie algebrìclie 
precedentemente stabiliti nella stessa memoria, trova che in quel caso l'integralo 
non é una trascendente nuova, ma è una funzione doppiamente periodica (o de- 
genere), oppure è una funzione abeliana (-). Affronta poi il problema della ri- 
cerca delle condizioni perchè l'integrale -generale della stessa equazione sia uni- 
forme, limitandosi alla 

ax- ^ ^^1 

dy 
dove K è razionale In jf e — : è su qnest equazione che il Picard ha princi- 
palmente insistito. Egli dà le condizioni sufflcicnli porcile l' integrale di quell'e- 
quazione non abbia punti critici algebrici, né punti critici trascendenti di una 
particolare specie, tali cioè che in essi 1' integrale y e la sua derivata y pren- 
dano valori determinati. A tal uopo riduce 1' equazione ad una del prim' ordine 

mediante la posizione -~ = p ('j ed applica poi i noti leoremi di B r i o t e B o u- 



(') Journal de Mathématiques de Llouville, 1889, t. 5 (4' serie). 

(*) Si riferÌDCono allo stesso studio altre due memorie del Picard Sur la 
tratformation des Surfaces et sur une classe d' iqtrations àifférentielles (Comptes 
Rendus, 1886, t. 103) e Sur une classe d'équatìons diffirentiellei (Comptes Rendns, 
1886, t. 103) entrambe di poco inteuesse; nella seconda estende ì risultati all'equa- 
zione F(y, y', y", ..., y'""') = 0. 
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q n e t sa) caso che il cuefflcionte differenziale prende la forma -r-. Soddiafstte 

qnello condizioni, nn qaalanqne integrnle soddisfacente a determinate condizioni 
iniziali in nn qaalanqae punto x = xo è aniforme nell'intorno dì x.,; ma come 
abbiamo già osservato, l'integrale o la sua derivata possono non tendere ad alcun 
limite finito o infinito quando x tende a certi punti sti qualsiasi cammino e questi 
ponti singolari essenziali possono essere anche critici ; perciò il Picard chiama 
l'integrale à apparence wniforme ; esso può non essere realmente uniforme; cosi 
ad es. l'integrale dell'equazione 1), ohe è del tipo F{,f/, y', y")~0, è à apparence 
«aiforme, ma non è uniforme se 2i:(A. non 6 un periodo di sn.j. Il Picard 

non potè superare la difficoltà che impediva di riconoscere so l'integrale di una 
V{y, y, y") = b realmente uniforme. Oli autori che hanno proseguito le ricerche 
del Picard sulte equazioni a ìntegrHle à apparence uniforme quali W a 1 1 e m- 
berg ('), Forsytb (*) ecc. non hanno fatto che applicare le condizioni di 
.Picard a tipi semplici di equazioni, 
fer le equazioni della forma: 

y" = Ay' + By' + Cy + D + y'{Ey + Pj 

dove A, B, C, B, E, F sono costanti^ considerata come caso particolaro dal P i 
card, il Uittng- Leffler (*) o dopo di lui il F r a n s è n (*) hanno mostrato 
die le condizioni del Picard perchè l'integrale sia à apparence uniforme im- 
plicano l'integrabilità dell'equazione; hanno effottaato l'integrazione trovando 
come risaltato delle funzioni uniformi elementari. 

In una Remarques sur les équation» differeulielte» (*) il Picard imitando 
procedimenti complicati della Kowaleskl trova due condizioni sufficienti perchè 
l'integrale generale dell'equazione : 

t," = Alxìy' + B(a-)y= + C{x)y + J){x) + y'(E(a;)y + r(a; ) 

in cai figura esplicitamente la x sia apparentemente a punti critici fissi, le quali 
possono nvn essere sufticienti perchè l' integralo non abbia punti critici mobili. 
Non riascendo il Picard ai suo scopo di scoprire nuove trascendenti atte 
»A integrare equazioni differenziali con lo studio diretto delle equazioni differen- 
ìtali d'ordine superiore, tenti» raggiungerlo con duo metodi indiretti. Uno di questi 
melodi 6 indicato nella memoria Sur det fonctions d'une variahle dépendant de 
dtux conatantes arbitraires (*), ore mediante un sistema di equazioni a derivate 



(') Journal de Creile, 1898-99, t. 119, 120. 

(*) Theory of difTerential equations. 

(?) AcU Mathematica, t. 18 (1894). 

(*) Stockh ofv. t. 52 (1895). 

(') Acta Hathematica, t. 17 (1893). 

{*) Comptes Rendus, 1H92, t. 114. 
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parziali della forma : 

£j, = -«("'' »■»■'> 
(S = '<'' »■"'"' ■ 5^=-««. J. ». <■) 

dove /■ e 7 souo funzioni algebriche reali delle variabili reali «, y, «, v, sotto- 
posto a speciali condizioni, deflnisoe nca funzione analitica w^uvio di x=xi-iy, 
dipendente da due costami arbitrarie, la quale ha i punti criliol fissi rispetto a 
queste costanti e soddisfa un' equazione difTerenzisle del S» ordine della quale 
pn6 dire solo che I punti critici del suo integrale generale possono essere mobili 
soltanto lungo una determinata linea; egli poi ritenne probabile «he le funzioni 
cosi defluite fossero trascendenti nuove: invece il Paini e ve nelle sue Legon» 
de Stockholm dimostrò che esse erano funzioni conosciute. L'altro metodo esposto- 
nelle memorie Sur une classe de traacendanUs nouDelleB (') e Sur une cla»se 
d'équationa différentiellea dont V intégrale generale ett uniforme (*) consiste nel- 
l'inversione in certo qua! modo del problema, e cioè egli definisce direttamente 
delle funzioni uniformi, anzi trascendenti intere o fratte, in modo che esse inte- 
grino un'equazione diffuronziale algebrica; ottiene in tai modo classi dì equazioni 
differenziali d'ordine superiore al primo algebriche; ma, come osserva il Pi" 
card stesso, l'integrale in^.lude algebrica mento le costanti, onde per un teorema 
dato dal P a i n I e v é nello suo L-.^ng de Stockholm l'equazione si riduce alge- 
bricamente alle quadrature o alle equazioni lineari, cioè è integrabile. 
Dopo tante profondo ricerche il Picard cosi concludeva: 
« On a fonde aulrofois les plus grandes espórances sur l'étude dea équations 
différentielles ordinair-;s ; on pensali ainsi obtcnir de nombi^nses classes bien de- 
flnìcs des trascendantes nouvelles. Il faut reconnaìtre que, si on laisse de coté 

les équations lineaircs, cea espérances on été Jusqu'icI, & peu près dé9ae8 

Malheurescmcnt une difl'érence considérable so présente dès lo debat de la théorie 
entre les équations du premier ordrc et Ics éqnations 'l'urdro snpérlear. On pcut, 
étant donneo uno équaiion du premier ordre, reconnaìtre sur l'équation elle-memo 
si Ics poìuis criiiqucs sont flxcs ; il n'est plus ainsi pour Ics équations du aecond 
ordre. Lcj conditinns ai>nt de naturo trasalenti antes: Il est impossibie en general 
de les foriner > o altrove aggiunge < Lìjs scules équations dont on peat aEBrmcr 
que Ics [loints cririqncs sont flxi;3 sont dcs équations intégrables 'j' éntends ré- 
diiccible aux quiidraiurcs et aux équations linéaiies) et c'osi l'integration mème 

qui nict cn òvìdunco la llxité des pointscritiques Cos réfiexions ne sont pas 

en definitivo très ciicourageantcs. Il est pcu probable que les équations d'ordro 
supéricur à poiiiis crìiiqaes fixes puisscut condutre h V elude do trascendantes 
nouvelles ». 



(') Comptes Rendiis, 1S93, t. I17.-Acta Mathematica, t. 18 (1894). 
(') Comptes Rendus, 1895, t. 120. 
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Gli ostacoli giadìcatt iimocessibili dal ? i e a r ii , che sembrava dovessero ar- 
reeture lo studio analitico delle equazioni differenziai i furono felicemente sape- 
rati dal P a i ii 1 e v é , che dopo il 1896 ha ottonato risaltati cho non si speravano. 

Le vario ricerche fatte dal Paini e ve fino al 1896 Balle equazioni diffe- 
renziali d' ordine superiore ni primo {e sui sistemi differenziali) algebriche tro- 
vaosi Uitie esposte nelle sue Lenona de Stockholm ; le principali sono relative ai 
afgaonti argomenti: condizioni necessarie, ma non sufficienti perchè l'integrale di 
DD'equazione d'ordine superiore algebrica abbia siugolarilà trascendenti mobili; 
iniFgrale di un'equazione d'ordine superiore a punti critici Assi come funziono 
(ielle costanti d'integra zio ne o iniducibiliià di un'equazione differenziale \ equa- 
zione F p, y", y") = considerata dal P i e a r d. Sono tutti studi assai complessi. 

Ma è dopo il ia9G che il Painlevé ha roggiunto il raasaimo successo 
nello studio delle equazioni differenziali risolvendo completamente il problema, 
che pareva inaccessibile, della detcrminazìono delle equazioni differenziali alge- 
briche del 2o ordino a punti critici fissi, o a integralo generale uniforme e della 
loro iniegi'aziooe. E cioè egli ha determinato esplicitamente tutte le equazioni a 
pnuii critici fissi della forioa : 

<* y'' - RCy'- y> ^) 

dove U è simbolo di funzione razionale in y', algebrica in y, analitica qualunque 
in a*: ha trovato che esse sono tutte riducibili con speciali cambiamenti delle 
variabili y, x, (trasformazioni dol tipo y — f{Y, X), x = «(X), con f algebrica in 
Y; analitici!, insieme alla e, in X) a quindici equazioni canoniche a punti cHUci 
listi. Di questo quindici equazioni canoniche undici sono integrabili, cioè riduci- 
bili alle quadrature e alle equazioni lineari e il Painlevé ne ha effettuato la 
integrazione ; le altre quattro definiscono trascendenti essenzialmente nuove, cioè 
non sono riducibili a nessuna combinazione di equazioni lineari, di quadrature 
e di equazioni del prlm'ordìne ; due di queste quattro equazioni sono fra loro 
rjdocibili, onde sono tre le nuove trascendenti che le quattro equazioni iniroda- 
cono. Lo tre equazioni canoniche cho definiscono queste nuove trascendenti sono 

I) y" = Gy* + x 

n) y" = Sy" + ay + a 



UI) y" = ^ + e'{V f ?) 4- e^'l^fy' i- -) 



dove 0, ^, 2 sono costanti numeriche sottoposte alla sola condizione pS=|=0: 
l'integrale y(x) di ciascuna di queste equazioni é una tratcendente fratta etsen- 
tialmenie nuova, quindi rappresentabile coi quoziente di dve trascendenti intere; 
t ciò che sopratutlo importa notare è che si possono scegliere queste funzioni in- 
tere in modo che verifichino un' equazione differenziale semplicissima del 3° or- 
dine, onde si possono costruire i loro sviluppi in serie in base al teorema di 
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Cauchy e co»\ si ottiene ua'etpretsìone aritmetica che rappretenta Vintegrale y(x) 
t)> tutto il suo campo di validità; le equazioni I, li, III soiio perciò integrate nel 
sento moderno della parola. Il P a i n I e T é cosi ai esprime per far comprendere 
l'importanza eccezionale di tali risaltati: 

« C'est là un résnltat eBsentiellement nonTcaa sor leqnel Je voadrals Insister. 
BepniB la fondation dn Calcul integrai tontes lea éqaattons qa'on a rénssi à ìn- 
tégrer {au eens le pina large de ce terme) son rédactibles à des combinatlona 
d'équatlons liréairee et de qnadratures. D'une fa^on general, c'esl parce qa'on 
connait la manière dont les constantes Sgurent dans l'intégrale qu'oo sait étadier 
cette intégrale. MSmes lea éqnations qui déBnissent lea fonctiona fncbeienues 
n'echappent paa k cctle remarqae. Les éqvations I, II, III constitttent le premier 
exemple connu d'éqvationa qui se trouvent hiiégrées à. l'aide des principes de la 
théorie des fonctions, sans qu' on sache les ramener à aucime combinaison d' è- 
quattont liiièairea, de quadrature» et d'équations de premier D'idre >. 

Uedfante quelle nuove traacendenti alti e classi di equazioni, fra cui le equa- 
zioni e) a punti cniici fissi riducibili alle I, II, III, s'integrano; in proposito il 
P a i n 1 e V è scrive : « J' ajoute que le caractère prèda des types canoniquea I, 
II, III, ne doit pas faire méconnaìtrc le degré de généraliié dea équationa diffé- 
icntìelles qu' intégrent les nonvelles iraacendanles. Parmi les équationa k point 
cHliquea fixes de la forme y" = R(y', y, x) (où E est ratìonel en y' et y, et ol- 
gébrique en a:) cellea qui s'intégrent a l'aide des nonvelles dépcndent de quatre 
fonctions arbìiniirca et de deox conatantes aibitruires ou d' uno sculc auivant 
qu'elles conespoudent aux typea I, II, ou nu types III >. 

Il Painlevé dà pure i proccdiiuenti per riconopcere so una equazioue 
differenziale del 3" ordine algebrica data lia i pnnt. critici fissi. Egli considera 
inoltre il CASO pnnlcolare clie x non figuri esplicitamente in R, determinando 
tutte te equazioni della forma: 

y" = R(ì/', y) 

(con R razionale In y', algebrica in y) a punM critici fissi, le quali hanno in que- 
sto caso l'integrale generale nniforine ; trova che esse sono lotte integrabili, cioè 
riducibili alle quadrature e a un'equazione di Ricca ti; il loro integrale è una 
combinazione dì funzioni razionali, esponenziali ed ellittiche, eccettuati alcuni tipi 
di equazioni. Se in particolare E è razionale anche in y il problema tentato dal 
Picard è per tal modo completamente rìaolto dal Painlevé. 

I risaltati davvero sorprendenti del Painlevé cui noi abbiamo rapida- 
mente accennato, trovansi succintamente esposti in un seguito di parecchie note 
dei Comptei Rendus de V Àcadémie de Sciences de Paris degli anni IH98, 1899, 
1900, indi raccolti in una memoria Sur les équations différentiellet du secmid or- 
dre et d'ordre supérienr dont l'intégrale generale est uniforme, apparsa negli Ada 
Mathematica del 1900-01 (volarne 35, pag. 1-66); ma in queste pubblicazioni il 
Painlevé non espone 1 metodi, affatto originali ed estremamente laboriosi, 
coi quali ha conseguito i suoi bei risultati. Egli afferma poi che il metodo col 
quale ha potato determinare esplicitamente lo equazioni e) a punti critici fissi 
(metodo che comprende dae parti e cioè: la ricerca delle condizioni necessarie per- 
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che i punii critici siano fissi o In discassione delle condizioni sufficienti) serve a 
determinare latte le equazioni del 2° ordino algebriclie qualanqne di grado dato 
jn y" a punti critici fìssi; inoltre la prima parte del metodo 3'estende alle equa- 
zioni di ordine superiore senza diiBcoltà; la seconda, che è dt natura piti deli- 
cata, porta complicazioni che crescono coll'ordine differenziale. 

T/ esposizione dettagliata dei metodi usati dal Paini e ve, Io studio delie 
tre nnove trascendenti (I, II, III), lo studio delle equazioni differenziali algebri- 
che di ordine qualunque a punti critici fìssi, in particolare delle equazioni del 2o 
ordine non risolute rispetto ad y" e delle equazioni del S" ordine risolute rispetto 
ady"' e infine le molte e svariate applicazioni che possono avere i metodi del 
Painlcvé (all'inversione degl'integrali di differenziali totali, allo studio delle 
siDgolaritft degl'integrali di un'equazione differenziale qualunque, alle equazioni 
difierenziali nel campo reale, alla meccanica, al problema degli n corpi ecc. ecc.) 
devono formare l'oggetto di ulteriori pubblicazioni del Paini evé, che finora 
non sono ancora apparse. I metodi del Painlcvé apriranno nuovi orizzonti 
agli ardui studi sulle equazioni differenziali. 

Circa gli studi del Painlevé aggiungeremo che nei Comptes Rendus del 
1902 incominciò una vivace polemica fra il Painlevé e il Liouville sulla 
questione deW'irriducibilìtà di un' equazione differenziale che fu continuata con 
p.treccbie note anche nel 1903 e che a noi non consta sia ancora terminala. 

Abbiamo con ciò terminalo la rassegna delle principali ricerche appartenenti 
alla teoria analitica delle equazioni differenziali fatte fin qui e che sono a nostra 
cognizione. 

Ed ora veniamo al soggetto del presente lavoro. 

Noi ci siamo occupati esclusivamente dell' equazione differenziale del primo 
ordiae algebrica 

E) P(a:, y, y') = 

dove P è funzione razionale di y e j/' e funzione analitica qualunque di x. Dap- 
prima abbiamo considerato l'equazione generale E), poi la classe particolare dello 
equazioni E) a punti critici fissi. 

Raccogliere, coordinare e completare le ricerche a tale argomento relative 
diBriot e Bouquet, Puchs, Poincaré, Picard, Painlevé; svi- 
luppare, modificare ov'era conveniente, condurre in modo chiaro e rigoroso le 
discussioni e le dimostrazioni è stato non lieve nostro compito. 

Abbiamo diviso il lavoro in due parti. 

La prima parte, che si compone di quattro capitoli, tratta delie proprietà 
generali analitiche degl'integral! della E) nel modo seguente: 

Nel primo capitolo diamo i teoremi d'esistenza dell'integrale uguale a y^ per 

K = a!o di un'equazione ~ = f(x, y), quando f{x, y) è regolare o ha un polo in 

(^oiy«)i assodando in entrambi i casi runicili^ dell'integrale stesso. 

Nel secondo capitolo abbiamo studiato nell'intorno di un punto a: = x, gene- 
rico del piano x gì' integrali della E) soddisfacenti a date condizioni iniziali 
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(aia , y^ , y'^) con F(a:o , y, , y'^) = ; nel caso che y'^ sia radice multipla finita o 
no di F(xa , y^ , y') = 0, cnso in cui si richiede nna lunga discaseione, nOD abbiamo 
seguito Briot e Bouquet cui ni attengono pure i trattati suile equaziODt dif- 
ferenziali ('} : abbiamo invece, in base ad uno studio rigoroeo della funzione im- 
plicita y' dì y X definita dalia E), data la risoluzione della £) stessa rispetto 
y' nell'intorno di (Xf,,yf,), che il Fuchs dà senza diecuasione {loc, cìt.). In tal 
modo siamo stati condotti all' esplicita determinazione delle classi di punti dd 
piano (x) eccezionali per l'equazioue differenziale Ej alcune delle quali non erano 
slate considerate. 

Nel terzo capitolo diamo il teorema di Fainlevé: che gl'integrali della 
E} non possono avere singolarità trascendenti mobìli. 

Infine nel quarto capìtolo dismo il teorema di P ai nlev 6 suU'ìntegralc ge- 
nerale della E) considerato come funzione della costante; l'esposizione chiara 
della dimostrazione di questo teorema abbozzata dal Paini e ve ci ha costato 
non poca fatica. 

La seconda parte, che risulta di tre capitoli, tratta dell' equazione E) il cni 
integrale generale ha i punti critici fissi. 

Nel primo capitolo diamo il teorema di Fochs. 

Nel secondo diamo le condizioni necessarie e sufficienti perchè l' integrale 
generale della E) abbia i poli fissi \ queste non erano ancora state date percbb 
per lo studio delle equazioni differenziali poco importa che i poli (non critici) 
dell'integralo siano o no fissi, la presenza dei poli mobili non creando difficoltà. 

Nel terzo diamo il teorema di Poincaré sall'ìntcgrazione delie equazioni 
E) a punti critici Assi: per trattare il caso p^l abbiamo seguito con qualche 
modificazione il Poincaré, ma nel caso p > 1 abbiame seguito il F i e a r d ('). 

N. B, Pei teoremi sulle funzioni algebriche dì cni abbiamo avuto bisogno ci 
siamo riferiti ai trattati del Picard (Ti-aité d'Analyse, t. II), del Jordan (Cours 
d'Ànalyee) , di Appel e Goursat (Théorìe dea ionctions) e alle Lttioni sulla 
teoria delle funzioni analiticJie del prof. 8. Pincherle. 



(') Picard (Trailo d'Analyse t. IH).— Forsy th (Tbeory ofdifferential equa- 
is t. II, 1900). 
(*) Picard, Traile d'Analyse, t. III. 
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PARTE I. 

Proprietà generali degl' integrali 
di on'eqQaiione differeniiale ordinaria del prim' ordine e algebrica. 



CAPITOLO I. 



Teoremi fondamentali suH' esistenza degl'integrali 
di un'equazione differenziale ordinaria del prim' ordine. 



i. Teorema di Cavchy.— Data un'equazione differenziale ordinaria del pri- 

m'ardine : 



dx "■ ' ^' 

deve il coefficiente differenziale f(x, y) è una funzione analitica delle variabili 
X, y, e flnato un sistema dì valori finiti x,, , y^ , se la f{x, y) è regolare per {x, y) 
ntWi-atomo di (Xy , y^ esiste una funzione analitica y{x) e una sola regolare nel 
punto X = Xo e uguale a y^ per x. = iìq , la quale soddisfa l'equazione differenziale 
propoila. 

Questo leoremii, dovuto a Gatichy, è fondamentale por la teoria analitica 
delle equazioni difforeuzìali. Ne daremo la dimoetrazione di Briot e Bou- 
quet ('). 

PoBsiamo snpporre, facendo un cambiamento di variabile e per sola sempli- 
cità dì scrittura, x^^O, ffo = 0; la f{x, y) aarà sviluppabile in una serie: 



2^ X"»." ''■"• 



convergente per x, y rispettivamente entro cerchi (o , r) ,{o , p) , con »■ e p di- 
pendenti, in generale, l'uno dall'altro. 



(') Picard, Traile d'AnaIyae, t. II. 
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Sa i'eqnazione A) ammette uu integrale t/{x) regolare nell'Intorno del ponto 
a; = e nullo per x = 0, si possono ottenere i valori delie saccessivc derivate di 
y<_x) nei ponto x = 0, valori che indiciieremo con i/'q , y"o , - ■ • , con sole opera- 
zioni di somma e moltiplicazione in ntimero Anito su nameri noti, mediante le 
relazioni ricorrenti : 



dx 



IL + 'l^ 

dx dy àx 



' da: èy^ dx ^y* \dx) dx (, 



di' Sx' óxdydx Sy^\dxJ Ox ^x 



L'integrale y{x) sarà rappresentato nell'intorno del ponto a; = dalla serie: 

«—0 

Da ci6 intanto segno che non vi paò essere pib di on integrale dell' equa- 
zione A) regolare in a; = e nullo per x = 0. Costruito, come se y{x) esìstesse, 
lo sviluppo 3) esso pu6 dirsi soluzione formale dell'equazione data; se eoDverger& 
in un certo intorno di x = (S, sarà soluzione effettiva; rappresenterà cioè in quel- 
l'intorno la sola funzione analitica y{x) refjolare nel pomo x=0 e nulla per 
a; = 0, soddisfacente 1' equazione differenziale A), perchè le due funzioni di x , 

— ed f(a;, y(a;)), hanno lo stesso valore per x = 0, come pure le loro derivate 

Buccessive. Per dimostrare la convergenza della serie 3) si ricorre all'artificio di 
costruire una serie maggiorante della 3) e convergente; ed ecco come si pro- 
cede : 

Siano r, e p, due numeri positivi minori rispettivamente di r e p, ma pros- 
simi a questi quanto si vuole; la funzione f(x, y) ammetterà per x, y, che va- 
riano rispettivamente nei cercliì (o, r,i, (o, p,) e sulle loro circoufereuze un mas- 
simo valere assoluto finito M : si formi requazione dìfftsrenziale : 

dY _ M 

dove il coeCBciente differenziale k sviluppabile in una serie di poterne di x, Y, 
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converi^eDte per x , T tali che \x\ < r, , |Y| < p, ; si BOppooga esista l' integrale 
T(x) dcll'eqaazione 4) regolare nel punto a; = e nullo per x = e bì calcolino 
i valori T'b , S^''^ , . ■ . , che b1 ottengono eBognendo sai coefficienti 



della 5) le stesse operazioni eseguite sol coefQcienti a„ „ della 1) per avere y\ , 
y'\ , . • ■ ; ma per an nolo teorema è 



(|aÌDdÌ i nomeri Y'o , Y"o % • ■ • , che sono positivi, non sono certo inferiori rÌBpet- 
livamente ai nomeri l^'^j , \y"\ , . . . Se dunqae si dimostrerà che la serie : 



Zi n\ 



è convergente in un certo intomo di a: = , nello stesso intorno converger* a 
fortiori la serio 3). Ma la 4) ai sa integrare ; essa paò scriversi infatti sotto la 
forma : 



V p, / 1 ''^ 



dove le variabili sono separate; e integrando e prendendo la costante di inte- 
grazione aguale a zero si ha : 

Jp, 



Y = P, ± Jp.» + 2Mr,p, Iog(l - ^\ 



e prendendo per il logaritmo il ramo che s'annulla per x = 0, 1' unico integrale 
particolare della 4) nullo per x — k 



ed esso è regolare per x entro nn cerchio di centro a; = e raggio 1 determi- 
nato dalle condizioni : 



Y =- P. - Jpi' + 2Mr,f , logA - ^\ 
'. entro nn cerchio di centro a; = 

<f-, , 2M-log('l - — )<1 , 
Pi * ''i ' 
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Ora lo sviluppo in serie dell' iutegrale particolare 7) nell'intorno del patito 
X = non può differire dalla serie 6), che quindi 6 convergente nel cerchio (o, X); 
epperò nello steeso cerchio converge certamente la serie 3); nnlla escludendo 
che essa possa convergere anoJio in uu cerchio di ragghio maggiore di X (')• H 
teorema resia dunque dimostralo. 

Osservazione.— Se è fXx, yt,)^0 tutti i numeri y'^ , y'\ , . . . sono uguali allo 
zero ed y(,x)^y^ è l'unico integrale di A) regolare in a;, e aguale a y, per x=a:g. 

2. Si riguardino i valori iniziali Xa,y^f come parametri; x^ = x^ , y^—yo 
siano valori determinali di questi parametri. Il coeflQciente differenziale f(x , y) 

sia regolare per (x, y) rispetti vamente nei cerchi e sulle circonferenze \x^, «-,). 

yyo I Pt)t Gd H sia il massimo valore assoluto dt f{x, y) in questo campo. Si 

prendano ai^j^o, comunque rispettivamento entro i cerchi (a;^ , -^liifft i "o )• 

Per quanto precedo esiste un integrale e uno solo y(x) dell' equazione A) rego- 
lare in x^, e uguale a y^ per x = £c, e se ne sa costrolre lo sviluppo in serie nel- 
l'intorno del punto Xf, : 

che è convergente in un cerchio di centro x^ e raggio almeno uguale & 



'i\'-' ^"Jh 



valore indipeudento da x^ , y^\ I coc£Bcionti della serie 8), che si determinano a 
mezzo dulie relazioni 2), dipcndnno da x^ , jr^ e, come risalta dalie 2} stesse, 
sono funzioni analiiiche di xo.i/u, regolari per x^ , ^o >'>BP<^ttivamente net cerchi 

e sullo circonferenze (x^ , »-,) , \y^ , p,); quindi la 8) può riguardarsi come una 
serio di funzioni analitiche dello tre variabili x, y^jXo, regolari per x qaaluu- 

qne, per y, in (3/^ , p,) e per x^ in (xq , i\). Riguardata come tale eeea è con- 



(') Il Picard dimostra che il raggio di convergenza della serie 3) è almeno 
ugnale alla più piccola delle quautiii j-, , -t , quindi certo maggiore di X. 
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vergente uniformente pei Taloii di sr.y, ,a-„, che contemporaneamente soddi- 
sfano alto condizioni : 

E infatti : si consideri la Bcric maggiorarne delta 8', 

dove Y'o , T", , . . . sono i valori delle successive derivale dell' integrale dell'e- 
qaazione : 



('-"*=-)(-t) 

nguaie a y^ per a = x^ , calcolati nel punto a: = a;o; essi sono positivi e indipen- 
denti da a^,y, , come risulta dal procedimento già indicato per ottenerli; la 

*"'* ^~ ^t ('2") ' ***'^® ^1 ^ prossimo quanto si vuole a 1, converge e i suoi 
termini sono tutti indipendenti da £c , y^ , ito e tntii rispettivBmente maggiori dei 
valori assoluti dei termini della 8), quaUiansi a; , Jo 1 ^0 Perchè 

!<»<. - ^«i < Y ' \y^-n\<\ . 1^ - a-ol < -^ ; 

ci* prova l'asserto. 

Allora ia 8) è uniformemente convergente per CR , y^ , a, noi campo deter- 
■Dìoalo dalle condizioni: 



, 'flJ-SCol < 



4 ' 



quindi, per an noto teorema sulle serie di funzioni, la 8) rsppreBcnta in tale 
campo una fanzione analitica delle variabili x , y^ , 0*0 , regolare nel campo stesso. 
Dunque : 

iSe Xj, , yo »ono valori determinati e finiti dei parametri x^ , y^ , ed f(x, y) è 

regolare per (x, y) nell'intorno di (xg , y^), per (x^ , y^ì nell'intorno di (xo,y„) 
alile l'integrale dell'equazione A) regolare in x^ e uguale a y^ per x=Xo ed esso 
i vna funzione analitica y = if(x , yo , x,,) di x , y^ , x^ , in particolare di s. e 
dtUa eottante d' integrazione y^ , regolare per (x , y^ , x,,) neW intomo di 

(^. yo, Xfl)- 
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3. Unicità dell'integrale.— Dati certi valori iniziali x^ , t/f, si dirà che un 
integrale dctreqaazìonc A) non regolare nel ponto x = fSg pren<Je od ha il valore 
j/o per X = r^ , ossia soddisfa le condizioni iniziali date, se l'integrale stesso tende 
a j/g quando x passa per qualsivoglia Baccessione di punti tendenti a x^ , sitnati 
lungo nn cammino L, sul quale l' integrale è regolare salvo in a;^ . che ha una 
lunghezza finita o infinita, ma che, se ha lunghezza infinita, ammette a^ come 
punto assintotico o, se vuoisi, tende a a^, cioè è tale ohe preso nn e piccolo a 
piacere si paò trovare nn ponto eu L dal qaale in poi tutto L cade nel cerchio 
di centro Xq e raggio 6 ('). 

Ciò premosso osserviamo che il teorema di Canchy non esclude che se 
f[x, y) è regolare per x=-x^,y = y^ possano esìstere integrali dell'equazione A) 
non regolari' in Xg , che prendono il valore y^ per x = Xf,- Dimodtrìamo la fon- 
damentale proposizione : 

Sé il ccefflciente differenziale f(x, y) è regolare per (z, y) ncU* intomo di 
(x^ , Yo) V integrale regolare in Xo e uguale a y^ per x = x„ , doi l' integrale di 
Cauchy, è l'unico integrale dell'equazione A) che per x = Xg prende il valore y,. 

Supponiamo infatti esista nn integrale y,(x) non regolare in 9*, , che prende 
il valore ^o P^'' tc = Xu: L indichi il cammino su cui x tende a Xo] t/W) sia 
l'integrale di Cauchy; la f(x, y) sia regolare per x, y, rispettivamente nei cer- 
chi (Xn , r,) , {ya , p,) e sulle loro circonferenze ed M sia il massimo valore asso- 
luto di f{x, y) in questo campo. Il valore X = r, Vi - « ^**''/ 6 '1 r*irgio del 
cerchio di centro oco it> cui y(.x) è certo regolare. Si descriva un cerchio di cen- 
tro Xo e raggio minore di -j > "' P*^^ prendere sul cammino L un punto a di- 
stinto da X(s dal quale in poi tutto L sia iutemo a questo cerchio (onde a cadrà 
pure nel cerchio (xo,-^)) e tale inoltre che in esso l'integrale y,{x) abbia un 

valore 6 che cada entro il cerchio ( j/o » 9 )■ 

L'equazione A) ammette un solo integrale regolare in a e ivi uguale afre 
quest'integrale, che non puft difi'erire da y,(x), è regolare in un cerchio di centro 

a e raggio per lo meno uguale »-r-, (§ I); quindi y^i^x) è regolare in CCo ed 
in a;, è uguale a y^ , perchè a partire da a tutto L essendo interno a un cerchio 
di centro x^ e raggio minore di —, è pure interno al cerchio {«i-g-)' P*^<>'^ 
j(,(a;) coincide con i/(a;). 

Osservazione.— ^0 si fa tendere a & x^ \n ogni modo possibile sa un cam- 
mino L di lunghezza infinita, ma che non ha x^ come punto assintotico, lo stesso 
ragionamento procedente non esclude che possano esistere integrali diversi dal- 



(') Come esempio di un cammino L avente x^ come punto assintotico pnò pren- 
dersi una spirale logaritmica. 



),Googlc 



K « )( 

l'integrale di Cancliy reg:olari su L e tendenti a y„ fa meno ctie tatto L a 

partire da nn certo ponto non sia interno al cercliio (xq , y)/' "*' ^° Bimili 
integrali esistessero non potrebbe dirsi che esal prendono ii valore pa P^'' 3;=Xo. 
Per esempio si consideri l'eqnazione : 

dx X 

cbe ba come Jntegraic generale : 



log£C + e 



Presi come valori iniziali tTg 4= 0, j/^ = l'integrale dato dal teorema di C a q- 
chy è y^O. Se s'immagina nn camnilno L cbe faccia infiniti giri attorno il 
panto a; = passando vicino quanto si vuole al punto Xo, qualsiasi integrale 
particolare tende a zero per x che tende a Xt, in nn modo qualunque sa L; ma 
il cammino L non va ad Xo, onde non può dirsi cbe quegi' integrali s'annaliino 
per x^a^, soddisfino cioè le condizioni iniziati date. 

L'esempio qai addotto vien citato da alcnni analisti C) quale esempio ciie 
nega l'aniciià doll'integrale determinato da valori iniziali (scoi^/o) t^on singolari 
per il coefficiente differenziale, ma precisando, come ei è fatto, ciò che si deve 
intendere per integrale clie per x = Xo prende il valore yo, tale anicit& è In> 
dBbbia. 

4. GoEFrioiBNTE DIFFERENZIALE iNCiMiTo.— Un'lmpottaute proposizione dovata 
a Briot e Bouquet C), cbe è immediata conscgaenza dei teoremi dei §§ 1 
e 3, è la seguente : 

Sb il coefflciente differenziale f(x , y) di un'equazione differenziale A) diventa 

iafinito per x = Jt^ , y = jo in taodo che la funzione — sia regolare per 

X = X, , y = yo (o in altre parole il punto (x^ , yo) è un polo per f(x , y)) e inol- 
tre non è ì^Oi l'equazione dìffurenziale amoiette un solo integrale y(x) 

uguale a y, per x = Xg eci esso ha in x„ un punto critico algebrico. Precisa- 
mente se p è V ordine della prima derivate parziale rispetto y di ~ che non 

a' annulla per x = x„ , y = y^ la funzione y(x) ha in vicinanza di' Xj , p + 1 ra- 
vii; questi formano un solo sistema circolare e il coefficiente della prima potenza 



(») F n e li s, Sitznngaberichte der Berliner Akademie 1886. F o r a y t li, Theory 
of dififerential eqnatìon. 

(*) Journal dell' Écoie Polytechnique, 1856. 
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1 
nello sviluppo in serie di potenze dì (x - x^y^"' che U> rappresenta è diverso 
da zero. 

Ricordiamo anzitutto che se una funzione eoddisfa l'equazione differenziale 
A) la fQnzione inversa soddisfa l'equazione : 

dy fix, y} 

Ora questa ammette un solo integrale x'y) u^alu a Xo per i/ = Vo ^^ ^^bo 
6 rappresentalo nell'intorno di j/o da una serie del tipo : 

x = Xo+a,(y-yt,)'^*-y a^{y-yoì'^* + . .. 

con 0(4=0, onde la funzione inversa y(:t) nell'intorno del ponto Xt,b rappresen- 
tata, come è noto, da uno sviluppo; 



y = yo + *,(»! - oco)'""' + '-,(»; - xo]'^' + ••• 

dove è &, 4=0 e p> 1. La finzione y[x) è il solo integrale dell'equazione A) che 
asBume il valore j/o per x = ii!^i e infiiUi se osiate nn integrale yi\x) diverso da 
y(wì tendente a i/o per a; che tende a Xq in tutti i modi possìbili lungo ud cam- 
mino L elio va ad Xo e sul quale y,(x) è regolare, allora mentre a descrive L 
il valore j/i(ii=) descrive col suo affisso nel piano (y) nn cammino / cbe va ad j/o ; 
Dell' intorno di un punto b di Z corrispondente a un qualsiasi punto a di L ab- 
bastanza prossimo a a*o la funzione inversa della y,<x) , die è integralo dell'e- 
quazione 9) ed in & è uguale ad o è certo regolare, perchè il coofficfcute dif- 
ferenziale della 9) è regolare nei punii (.r, y) che cadono nell'intorno di (JJo,Solj 
quindi è regolare in (a , b); ne viene dunque l'esistenza di un integrai© della 
9) diverso da x(y) o riducentesl a x„ per y = yo, qaal'Ò appunto la funzione in- 
versa della j/,(x) ; ma ciò è impossibile (§ 3). Il teorema enunciato resta dunque 
stabilito. 

Osservazione.—SÌ è escluso clic sia : ^ 0, cioè che Wn sia nn polo di 

/\3ia > y) 
f[x, y) qualsinsi y, almeno noli' intorno di yt,: in tal caso l'unico integrale del- 
l'equazione 9) uguale a Xo per \f = yo b ix^Xoì onde l'equazione A) non am- 
mette integrali riducentisi a j/q per x = Xo. 

5. Riguardiamo dì nuovo i valori Iniziali .To,yo come parametri; ì:^ , y^ 
siano valori dcierminnti di questi parametri pei quali fio:, y) diventa infinito, 
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§ 2 l'ÌDtcgrate dell'eqaazioDQ 9) ugnale a oCq per j/ = ì/o: 

è una ftinzione analitica di !/,£ro,yo> regolare per i/ = i/o > i>^a = ^o i !/o=!/g- 
Allora l'espressioDe : 

è sna funzione snniitica delle quattro viiriubili x,yo,Oo,yo, regolare per 
jr = sTo , y = y«,Xo = Xo,yo — yo\ per x — Xo , yo = yo • oSq = Xo , essa ammette 
y = Va come zero d'ordino p + 1, quindi per un noto teorema di W e i e r s 1 1- a s s 
salla scomposizione in futlori di una funzione analitica di più variabili regolare, 
nulla per un dato sistema di valori delle variabili si ha : 



dove le h{x , t/o , To) e la g(cc , i/o , o:^) sono funzioni aDalitiche regolari per 

X = Xo , y = Vo t ajo = ao e nolle por tali valori. Segue da ciò c'ie l'integrale del- 
l'eqnazione A) ugnale a y^ per x=- sCo, cioè y = <{{x , yo , Xo), che è la funzione 
inversa della x = ^{y , Xq , i/o), verllica per a; , j/g t ^ rispetti vametite nell'intorDO 
di hCq, yo ,X(s 1» relazione : 

(y-yo)'"' + hi.x ,yn ,XQ){y -voY -^ . . . -ì- hp^,{x , yo . xo) = 0. 

Onde possiamo concludere che : 

Se il punto (xo , yo) è wn volo di f{x, y) e non è — = =0 t'integrale del- 
ti^, y) 
l'egtiaxione A) die per x = Xo prende il valore y,, , y = ^(x , yg , Xgì, è una fun- 
zione analilica di x , yg , x<,, che per x , y^ , Xg in vicinanza rispeithaviente di 
*o » yo j *g *• comporta come una funzione algebrica di x , y^ , Xg, in particolare 
di X e della costante di integrazione yg. 

Otaervaeione. — La funziono y = i}{x , y^ , Xq) del presente § e del § 2 per 
fx t Vù f iJ^o) neir intorno di Xg ,yo , cc^ rappresenU l'integrale generale dell'equa- 
zione A); se si danno valori determinati ai parametri Xq , Vo si ha un determinato 
integrale particolare. 

6. Dati certi valori iniziali Xg , i/g, qualora né il ccefflciento differenziale del- 



Bcere l'esistenza ed il comportamento nell'intorno di Xg degli integrali di A) 
soddbfacenti alle condizioni iniziali date è ()uestÌone complessa o addirittura 
inaccessibile, almeno In generale. 
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RelatiTsmente al caso cfae per X-cCo,y = Vo i' coefficiente differenzialo Bi 
presenti Botto la forma indeterminata — e precisamente per {x, yì Dell'intomo 
(" (iBo ; ^o) BÌ abbia : 

dove P(x, j/) e Q(^, y) sono funzioni analitiche regolari nell'intorno del ponto 
(Xo , i/ai e entrambe nulle per x = Xo,y = yo, 6 senza fattori comuni, si banno 
notevoli stadi di Briot e Bouquet (^), Picard (*), Poincaré, ed altri, 
che però non completano la discnssione; noi non ce no occuperemo; ci basti 
solo sapere chi da qnegli studi risulta elio : o non esistono integrali , che 
per x = Xo prendono il valore j/o, o ne esistono parecchi, o nnclie infiniti (di- 
pendenti da nn parametro) e il punto x,, può essere singolare trascendente, o 
algebrico, o punto ordinario per essi (^). 

Il caso cbe il punto (Xo , ya) sia singolare algebrico per il coeflSciente dif- 
ferenziale sarà studiato nel capitolo seguente. 

Quanto al caso che il punto {xo , i/o) sìa singolare trascendente per f(x, y) 
Dulta può dirsi io generale. 

7. Valghi iniziali infiniti. — Finora abbiamo tacitamente supposto i valori 
iniziali 3^ , Po finiti. Sia Xa finito, j/o = k. 
Si ponga nell'equazione differenziale A): 



e si consideri l'equazione trasformala ; 
10) | = -!,,v(^,,-^)=A(a>,!/,)- 

Dai teoremi stabilili nei g§ precedenti seguono immediatamente le seguenti 
proposizioni : 

Se fi (x , y,) è regolare per x = Xo , y, = e non è f, (x , C,^a) l'esazione 
A) ammette un integrale y(x) e uno solo che per X - x» diventa od ed esso ha nel 
punto So un polo. Se, pur essendo f|(x, y,) regolare per x=Xo , yi=0, è f,(x, 0)=O 
l'equazione A) non puà ammettere integrali che per x=Xo diventino infiniti. 



(') Journal de l'École Polytechnique, 1856. 
(») Traile d'analyse, Voi. HI. 

(') Di questi integrali ve ne possono essere che prendono il valore y^ per x=Xff 
soltanto lungo un cammino L avente Xq come punto assintotico. 
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8e fji'x, y,) divenia infinita per x = x^ > 1 

X = 3t, , y, =0 « non è t-t ;^0, l'equazione A) ammet^ un integrale e uno 

solo che per x = Xq diventa infinite ed il punto Xq è contemporaneamente polo e 

- ^ non esiate alcun in- 
tcffrale di A) infinito in Xg. 

Se per x = x,, , y, = la f,(x , y^) i regolare e non è f,(x, 0) ^ oppure è 

regolare la r e non è — = ^Oi P^^ (^ i yo) ne/('in(orno di (xq , co), 

f.ix, y.) f,(xo , y,) 

l'integrale delV equazione A) uguale a jo P^^ x= Xg ^ una funzione analitica di 
^ j y» > So ^ftfi pf (x , yo , Xo) TwWinfomo di (xo , oo , Xo) no» può presentare 
che singolarità algebriche. (Tale funzione rappreEcnta l'integrale generale della A)). 
Le proposizioni contenate nei §§ precedenti e quelle eopra enunciate, si 
estendono immediatametito al cb^o cbe eia xo= <^ ponendo nelle equazioni A) 
o 10): 



e coDsiderando le equazioni traeformate : 

per Xj = 0. 

8. CoHTiNiTAZiONB ANALITICA DEGL'INTEGRALI. —Determinato in base al teorema 
di C a n e h y l'elemento di funzione analitica n (aj - aco) soddisfacente l'equazione 
differenziale A) e nguale a j/g per x = Xo {elemento iniziale) resta definita una fun- 
zione analitica y{x) ottenibile in tutto il sno campo di validità mediante il processo 
(Iella continuazione analitica. Le successive dedotte soddisfano 1' equazione A) 
(per il teorema d'identità delle serie di potenze intere positive) oude a questa 
soddisfa la funzione y{x) ovunque esiste. 

8e la continuazione analitica di ]ì{x-Xo) lungo un certo cammino L 6 ar- 
restata ad nn punto x, in quel punto la y{x) o non tende ad alcun limite de- 
terminalo, nel qual caso ir Ò nn punto singolare trascendente di y'x\ o tende a 
an determinato valore y finito o influito. Se y k finito la /Xa, y) non è cerio re- 
golare per x=x, v=y (§3); se pcra:=x, y=y è regolare la -^ -, il punto as 

f{^, y) 

è critico algebrico per la y(<r) (§ 4). Se y = t» e la f,{x, y,) è regolare per 
« = x, Vi = 0, ii punto X è nn polo di y x) ; se f,(x , j/,) non è regolare pej- 

critico algebrico di y(x) (§ 7). 
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CAPITOLO II. 

Studio degl'integrali di un'equazione differenziale del prim' ordine sl- 
gebrica nell'intorno di un punto generioo del piano della variabile 
indipendente. 



9. Abbiasi l'equazione difFerenziale del prim'ordino: 

r(»,„.g) = o 

dove il sno primo membro è ud polinomio in 1/ o — che supporremo iadecom - 

rfx 

poDÌbilo, i cai eoedScicntt sono fanzioni analitiche qualunque di x; se me il ano 
grado rispetto — l'equazione E) si può mettere sotto la forma : 

■Ao(cc, a)y"* + A,(«;, yìy''"-'J + . . . + A„_,{3C, y)i/' + AJx, y) = 

dove le A(x, y) sono polinomi in y di grado qualunque, ì cui coefflcienli, che 
indicheremo genericamente con a[x) sono funzioni analitiche qualunque di x, che 
possiamo snpporre Ronza zeri comuni. Se te a(x) non sono uniformi si esegai- 
scano sul piano x del tagli in modo da avere un campo di monodromia per 
ogni a(x) e si delermini per ogni a{x) il ramo che bì vuoi considerare. 

£if;uardIamo l'equazione E) come un' eqnnzione algebrica in --^lesEade- 

finisce - come l'unzione an^liilc.i ad m valori delie variabili x, y. Studiamo 
ax 

anzìiutio questa funzione 



■' Aa-". y!- 



Notinnin iiiìt piano (a:) i punii che sono o almeno possono essere singolari 
per f{x, y) qualsiasi y, cioè : 

5|) i punti singolari delle «(.t); 

^j] i punti nei quali il polinomio Ao(x, y) è nullo qualsiasi y, ossia gli zori 
comuni ai suoi coefficienti (i quali sono poli per f(x, y) qualsiasi y) ; 

Sjì i punti noi quali il discriminante D(a;, y) dell'equazione E», che 6 un 
polinomio in a; i cui coefScienti, per l'irriducibiliià di E), non sono identicamente 
nulli, GÌ annulla quabinsì y; cioè gli zeri comuni ai suoi cocftleienii. 

Notiamo ancora i punti x pei quali f{cc , y) [va inleso almeno un ramo dì 
fi,x, |/j] pud essere indeterminala per certi valori di y in numero fluito; cioè: 
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€«) g'i !!C>'Ì <lcl rìEaltante (non Identicamente nullo) delle equazioni alge- 
briche ÌD y: 

Ao(i», y) = , A,(p:, y) = . . . A„.,(x, y) = , A„(ir, s) = 0. 

I panti ^^), ^j), ^j), gj li indicheremo (i^eooricatnente con la lettera ^. 

Per a; qnalanqae divei-so dai punti 5 li funziono ^k, y) non può presentare 
che ponti (x, y) singolari algebrici, 1 quali sono dati, se poli, dall'equazione al- 
gebrica in y: 

1) Ao{cc, y) = ; 

se ponti erìlici, dall'equazione discriminante, pure algebrica in y, 

2) D(fl:, y) = ; 

e gli uni possono coincidere cogli altii. 

Sia a; = ii;o nn punto distinto dai punti ; ; y = I/o un raloro qualsiasi. È noto 
che se per x = Xi,,y = yo 1' e()uaziDne K) ha una radice semplice y = y'o, per 
(x, y) nell'intorno del punto (aio j Ve) »' •'» in solo ramo f,ix, y) di f(x, v) pi'oa- 
simo a y'o quanto si vuole ed caso b nel detto intorno funziono analitica rego- 
lare delle variabili a, y. È (jure noto che se per a; = Cd, , y = yo l' equazione E) 
ha uoa radice semplice infinita, cioè è Ao(ao » W = 0. m" A,(a!o . S'i))4=0, si ha 
an solo ramo /',(a;, y) della finzione f{x, y) il cui valore è grande a piacere 
per (x, y) in vicinanza di (j^, , y^) , ed /-.(ce , yj ha in (Xo , Vo) un polo; cioè 

— - — — è funzione analitica regolare nell'Intorno dì (a-,, , yo). 

Supponiamo ora che per a = Xo,y = yt l'equazione E) abbia una radice mul- 
tipla finita y' = y'g d'ordine « di multiplicità ; in tal caso è noto che si hanno < 
rami ed i soltanto della funzione fi,x, y) i cui valori per (a;, y) nell'intorno di 
(Xo ,yS) B*3"'> distinti o coincidenti, prossimi a y'o quanto si vuole; essi soddi- 
sfano nell'intorno di (Xo , y'ò) tma relazione del tipo : 

(ìf - y o)' + Ui^> y)iy' - y'o)'"' + ■ • ■ + ^-iCa: , y)iy' - y\) + '.(.«, y) = o 

dove le ì{,x, y) sono funzioni analitiche di (x, y) regolari e nulle nel punto {xq , j/o). 
Vediamo come si possono rappresentare questi « rami nell'intorno del punto cri- 
lieo (a-o , Po)- 

10. La f(x, y) 6 funzione algebrica della y. I snoi punii critici sono i valori 
yi (a:) . . . >l„{u;) delia funzione, o delle funzioni definite dall'equazione 2) secondo 
che essa £ Irriducibile o no. Notiamo ucl piano (ce) i punti nei qnali due almeno 
dei punti critici Yf{x) coincidono, Includendoli uclI'uiBÌcmo dei punti ;; cioè: 

$5) gli zeri del discriminante dell'equazione 2), so essa è irriducibile, dei 
discrimioaDtl delle equazioni distinte nelle quali si scinde la 2) o dei risultanti 
di qaestc equazioni prese a due a due in tutti i modi possibili. 
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Consideriamo l'equazione algebrica in y' : 

3) F{3B, ilCac), y') = 

dove ri(x) è nno qualsiasi dei rami >],(a;) . . , %(x) e contemporaneamente l'eqaa- 
zione paro algebrica in y : 

Siccome il discriminante della 3) è identicamente natio le equazioni 3) e 4) 
avranno, qualsiasi a, almeno una radice in comune, che potr& annullare altro 
snccesBive derivate di F(ic, »j(a;), y*) rispetto y', e che sarà fuuzione analitica di 
ce, quando non sia costantemente infinita; cioè la 3) ammetterà, qualsiasi as, al- 
meno una radice mnltipla 4(33) funzione analitica di a:, a meno cho non sia co- 
stantemente infinita, il cui ordine di multiplicità sarft dato dall'ordine della prima 
delle successive derivate rispetto y' di F{£r', r,(a;)y'), che non si annulla per y'=\,(.m) 
qualsiasi £b. Per x che varia nel campo di monodroniia del ramo iii(x) tale fun- 
zione analitica ;(x), soddisfacente ovunque la 3) e la 4) soddisferà un'equazione 

algebrica irriducibile di grado uguale maggior d'uno, ma non superiore a — 
o — - — , secondo cho «1 è pari dispari, avente per coefficieuti ftìnzioni ana- 
litiche di j; uniformi nel suddetto campo. I primi membri dello equazioni 3) e 4) 
avranno dunqne almeno un polinomio in y, P(x, y') , indecomponibile e affetto 
da un certo esponente, come fattore comune; i vari polinomi indecomponibili 
I'('*i S''j ohe con certi esponenti sono fattori comuni ai primi membri delle c- 
quazìoni 3) e 4), nguaglinti a zero definiranno per a; nel campo di mooodromia 
di \{x) altrettante funzioni anallriche distinte in tale campo (alcune o tutre questo 
funzioni possono essere, in particolare, costanti) ogni ramo o valore delle quali 
sarà radice multipla della 3), di cui l'ordine di multiplicità sarà dato dall'espo- 
nente con cui il corrispondente polinomio P(r, y') figura come fattore nella 3) 
stessa, salvo per valori particolari di x. 

Dal principio della conservazione delle proprietà analitiche segue pure che 
se X varia comunque nel campo di validità della funzione >;(a;), quando due rami 
dì essa, ad ea. );,(a] , ij^lx), si permutano, ognuna delle radici multiple di 

F{x , i^M ,y') = 

si permuta con una delle radici multiple di 

F(ai,i]i(a;) ,y') = 

e non cambia il rispettivo ordine di multiplicit&. 

Risulta dunque da quanto precede clic l'ordine di multfplicità dì una radice 
multipla i{x) della 3) noa muta comunque varli x, salvo certi punti in cui, a 
parte i punti E, esso aumenta ; e questi sono i punti crìtici algebrici di Uìt) c i 
punii nei quali la funzione {(a;) in discorso coincide con altre funzioni di oc ra- 
dici semplici multiplo della 3). Notiamo nel piano {x) tali punti o insieme 
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quelli Dei quali si banno radici mnliiple della 3), che però sono semplici nell'in- 
torno dei ponti stessi; si notino cioè e s'ineladano fra i punti $: 

^) gli zeri dei discrìminaDtl delle singole equazioni in-Iducibili, noti equi- 
Tslenti, nelle qnali si scinde la 3) ; gli zeri dei risultanti di queste stesse equa- 
zioni prese dae a due in lutti ì modi possibili; e, fB la 3) ammette una radico 
costantemente infinita, i poti delle altre radici semplici o multiple della 3), cioè 
gli zeri del primo dei- coefflcienti A, (ir, >s(a:)), , A^{r, r^^x)) , . . • A„_,(a;, >)(a;)) che 
non è identicamente nullo, quando, s'ìnlende, la radice infinita non sia 1' unica 
radice della 3). E ciò per ogni funzione r,ia;), se la Dfo;, ^] = è riducibile. 

Relativamente ai punti | finora notati giova oseervare che, all' infuori dei 
ponti singolari delle a(_x) sono tutti punti isolati, che non poBSono ammettere 
come punti limiti che gtl stessi punti singolari delle a{x). 

1 1. Ora supponendo il punto x„ distinto dai punti | , j/^ finito e tale che j/'q sia ra- 
dice luoltìpla finita d'ordine « di maltiplicitA deli' equazione F{x^ , ìfo i /) = 0, onde 
'^("^t ìS»i =0 si ha che una e una sola delle radici di Dfx , ^} = è ugnala a j/^ 
per z = zo ed essa è regolare in x^ ; indichiamola senz' alti'o con fi^x). Fra le 
radici dell'equazione F(a! , r,(3;) , y') = una e ana sola, che indicheremo con 
((x) , sarft eguale a y'^ per x = Xa\ essa sarà regolare in x^ ed il suo ordine di 
multiplicità sari > qualsiasi x, purché distinto dai ponti g ; por x qualsiasi di- 
ttioto dai punti g o per y = r,(iF) degli m rami di f[,x , p), » saranno uguali a {(xj. 
Si può descrivere nn cerchio dì centro as^ e raggio assegnabile r tale cbe né 
entro 11 cerchio {x^ r), uè sulla sua circonferenza cadano punti $, ma questi ai 
mantengano ad una distanza dalla circonferenza maggiore di una quantità as- 
segnabile; allora per x nel cerchio (xq , r) , la differenza fra igCx) e un'altra radice 
dell'equazione discriminanle ì) si manterrà costantemente maggiore di una quan- 
tità assegnabile p > , e cosi pure la differenza fra [ (x) e una qualsiasi altra 
radice di F(x , >](x) ,y') — Q sarà sempre maggiore di un o > 0. 

Poniamo 



(5) 



y = w + i.ix) 
y' - « + ÌI.X). 



L'eqaazioae E) diventa 

(6) Fia: , « + Ti(a:) , o + (fw) ) = P.'(a: , u , ti) = 

algebrica in u ,v , irriducibile per x generico. 

Per ar qualunque, ma distinto dai punti § e per « = l'equazione (6) ammetto 
la radice p = mallìpla d'ordine s, onde la (6) sarà delUi forma 

(T) v'-L{x , v) + a'*M(a! , u) + N(!C , u , v) = 

dove p> 1 ; né L(a; , 0) , né M(a; , 0) sono identicamente nulle; in N(a! ,u,v) vi 

VOL. ZLIV. g 
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EDtio soltanto termini contenenii contcmpovanentnente u o v, onde N(x ,0 , 0) = 0; 
ÌDoltre L(x , 0) noD b mai nullo pei- x diverso dai panti ;. 

Pet X qualunque in (cCj , r) e per « + del resto qualunque entro il cercliio 
(0 , p) è 'D(x , a + ii(a:)) H= 0, quindi la (6) ammette a radici distinte o,ix,u),...,v,'_x,u), 
che cadooo esso soltanto nel cerchio di centro i7=0e raggio a e sono tutr e fun- 
zioni analitiche regolari delle variabili x , ti , prese nel modo suddetto e tutte si 
riducono a zero per «="0 quuisiaei x in (x^jt); cioè 11 punto « = è critico 
algebrico per le v(x , u) qualsiasi x in (x,, , r). 

Le $ radici v,(x ,«),..., v,lx , u) formano attorno il punto critico « = uno 

più sistema circolari dei quali 1' ordine è indipendente da x per x in {xo , r); 
infatti se degli e rauii r,, t»,, , «) , v^ix^ ,«),..., v,{x„ , m) ì primi a ad esempio 
formano un sistema circolare attorno « :^ 0, per x - x vicinissimo ad x^ e per 
gli stessi valori di u, i valori c,{x , w) , v,(x ,«),..., 0,(3; , «) saranno, per la 
continui t& delle o(x,u), vicinissime rispettivamente a v,(x^, tt),v^(xa,u)j... ,vjx^,u), 
quindi dopo un giro attorno u =0 , v,{x^ , ti) essendosi sciimbiato con v/x^ , u), 

il ramo V((x , u) , che si mantiene costantemente vicinissimo a v,(xo , u) si sarà 
scambiato con Vj(it: , u) , altrimenti dovrebbe aversi perx = x una radice distinta 
da v,(a;,u), ma a questa vicinissima, quindi diversa dalle v^(x,u),v^fx,u),..., v,<x,u), 
il clie non può accadere per x in {sCq , r) e per n in (0 , p) , abbastanza prosai . 
mo ad u = 0. 

Siano dunque n i sistemi circolari nei quali si distribuiscono gli j rami 
V, (x , u) ^,{^ , u) e i loro ordini rispettivi siano a, , ct^ , . . . , t„ , con 

1 < " < » . «1 + «i + ■ - ■ + o» = »• 

Ponendo 

(8) «=(* {« = «, ,«4 , .. .,o„) 

gli a rami di uno stesso sistema circolare si riducono a un solo ramo v(x, t), il 
quale è funzione analitica regolare dello variabili x ,t, per 3; nel cerchio (x, , r) 

e per ( nel cerchio f , p " ), nulla qualsiasi x per t = 0, onde in quel campo 6 

rappresentabile con una serie di potenze intere positive di {x—x^),t, che si 
può ordinare secondo le potenze di t, del tipo 

(9) V = glt" + ff/^-» + ,..., 

dove è A: > 1 e (/o , ffi , ■ ■ . , sono serie di potenze Intero positive di (a; - *„) cerio 
convergenti nel cerchio {Xo , r); inoltre non k g^^^O. 

Duoquo per la (8) si ha che le a radici v{x , n) di uno stesso sistema circo- 
lare sono rappresentate per x In (Xq ,■>■), u in (0 , p) , dallo sviluppo uniforme- 
meiUc convergente in tale campo 

* !l±l 

(10) t. = j;,M' + i,.« - +... 
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ondo por ic (5) si ha 

HI) f/ = <Xx) + gt(v-r,{x)f + 9,(!, --nix)} • + . . . 

dove, come si Ba, i{x) , Ti(jr) sono fanzioni analitiche regolari in Xq ed è 

per la convergenza della (9) lo sviluppo Hi 6 convergente aDiformemente per x 
in fm, ,r) ed y in (r,>x) , p). Manifestamcnio se x partendo da 2!^ percorre il campo 
di vnlidit& dulia Tanzionc r,(^) senza passare pei punti ^, né pei punti che, par 
csseoilo distinti dai punti S, sono poli per le funzioni Yi(x) , i(x), si hanno costante- 
iiiento * rami ed s soliamo della funzione fix , y), che per y = ti{x) sono uguali 
a {[x)\ e in forza di quanto precede e del teorema d' identità delle serie di po- 
tenze inicrc positive casi sono rappresentati nell'intorno di y — »j(x) dagli stessi 
u sviloppi (ili nei (juali naturalmente gli elementi delle funzioni i\x) ,15(1) ,ffu iff,— 
relativi al punlo x^ vengono sostituiti dalle loro continuazioni analitiche, certo 
esistenti, nel punto x che si considera. In altre pìirole qualsiasi x, purché distinto 
dai punti % e dai poli di t,(x) e tiix. , gli « rami della funzione algebrica di 
Ji!'' ■ f{^ > !/) '^''*^ P*^"" y = 'ti'") si riducono a i(x) si distribuiscono nell'intorno 
del ponto critico y =. t,{x) in n sisicmi circolari che sono rappresentati dagli n 
sviluppi unifornienienie convergenti (11), dove g, , gì ■ ■ ■ sono funzioni analitiche 
Tcj;o1iiri ncir intorno di ogni punto x diverso dai punti suddetti. La separazione 
dei sistemi circolari si effettua col noto metodo di Puiseax. So si pensa alla 
superficie di R i e in a n n variabile con x, corrispondente alla fiinzione algebrica 
y di y deAniia dalla E) considerata come una relaziono algebrica fra y e y', il 
ponto analitico (r,[x)\x)^ 6 pnnto critico diramazione per la superfìcie stessa; 
e precisamente al punto y ~ >;'x) del piano j/ sono sovrapposti n punti critici a 
di diramazione (>;(a:) , ila:)) , distinti , nei quali ai diramano rispettivamente 
a, , 1, , . . . , a, fogli a neir intorno di ognuno di essi la funzione y' è rappre- 
senttita dn nno sviluppo (11). So tutti gii a fossero ngnali a 1 il punto analitico 
();'x),C(x)) non sarebbe punto di diramazione. 

Dall'essere lo sviluppo (11) uniformemente convergente per x in (a;,, , r) e 
per g in (7,{x) , f) segue che esso è uniformemente convergente per (x , y) nel- 
l' intorno di (xo , yt,), inqunntochè per x in un intorno abbastanza piccolo di Xq 

il valore r, x) cade in (y, , -); so 0= 1 la serie (11) è trasformabile in una serie 

di potenze intere positive dì 'x - x^) , (y - !Jq\ convergente. Gli n sviluppi (11) 
per(i,j/) nell'intorno di (Xo,Vo) rappresentano gli s rami della funzione y' = f(x,y), 
che per x = CCq ,y = ya si riducono a yV 

12. Per a) = Xj distinto dai punti i e per y = y„ finito la E) abbia una ra- 
dico multipla infinita d'ordine « di maltipliciia, cioè sia Ao(a;„,ì/o)=-=A,(Xo,yo)-0, 
ma A,^,fa^„ , J/b) + 0; allora « rnmi ed a soltanto della funziono /°(x , J/) diven- 
tano infiniti per X = Xo , j/ = ff, ; di questi g rami diamone la rappresentazione 
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per ((C , y) neir iotorDO di (Xg , yo\ Intanto per essere x^ dUlinto dai punti £, noa 
radico nna sola, yi^ie), dell' equazione D{x , y) = è tignale a y„ per w = Xq, por- 
cile b Dixo , l/o)=0 , ed essa è regolare in a:,; inoltre delle radici di Fia: , >;(*) , y'>=0 
una e una eoia, i{x), è infinita per as = x^ ed essa, o non è constantemente in- 
finita, nel qual caso se, è un polo di i{x) e i{x) b radice multipla di F{x,ii(x) , i/') - 
d'ordine § di multiplicit& qualsiasi x, parelio distinto dai ponti S; o è costajile- 
incnto infloita e allora l'eqnazione F{X , r^'x) , y") = ammette una radice multi- 
pla d'ordine a di mnltiplicità qualsiasi x, cioè si ha : 

A|i(a5 , >){a')) = A,(x , )3(x)) = . . . = A,(x , i!(x)) = 0. 

So la i{x) non è costantemente infinita al ponga nella E) 

y = u + j){x) 



1 



i{xì 



f/ w,u + tj'.x), — \ = Fj(a; , u , p) = 

la quale per w=0 ammetto la radice t> = multipla di ordine a, qualsiasi x, 
purcbb distinto dai punti {| ; per x qualunque uell'ìntorno di Xo e per u ^= nel- 
l' Intorno di « = si hanno s radici r, ix , u) , v,'x ,«.),..., «.{b , w), distinte, 
prossime a v = 0, e che nell'intorno di u = si distritiaiscono in n sistemi cir- 
colari rispettivamente di a, , «j , , . . , a, radici , ognuno dei quali è rappresen- 
tato da uno sviluppo unirormemcntc convergente : 



V = Ao«* + h^u^ " -t- . . . 

dove 6 it, > 1, e A^ i A| > ■ • • ^ Bono funzioni analitiche regolari nell' intorno di 
a = Xo o non b Aj ^ 0. Dunque gli > rami di f\,x , y) , che per x = x^ , j ^ y, 
diventano infiniti sono rappresentati per (x , y) nell' intorno di (Xj , j/g) dalle n 
espressioni : 



(12) 



Por X prossimo a Xo, ma diverso da x^ le espressioni (12) sviluppate in so- 
li di potenze di (y — TjIu:)) coincidono necessariamente cogli sviluppi (il). 
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Se l'equazione F{x , i](x) , j/') = ammette ana radice infioila qaalaiaBi x si 

ponga : 

L' equazione E) si mata nelia : 

(U) f(ìc , u + n'x) ,')= i!\{x ,u,v} = 

la quale per u = , qualsiasi CB, pnrcbè distinto dui punti §, ammette la radice 
loultipla r^O d'ordine < di maltipltcità; per u=t=0 nell' inlorno di u = e per 
X qualunque, ma distinto dai punti è 6 dai poli di )](x), I' equazione (14) am- 
mette t radici distinte v(x , u) ed a soltanto vicinissime a v^O, le quali si di- 
stribuiscono nell'intorno di u = in un certo numero n<» di sistemi circolari, 
o^UDo dei quali sarà rappresentato da uno sviluppo nniformemente conver> 
^nte del tipo : 

* in. 

o = /om" + I,u » +.. . . 

dove è 'k> 1 , 1 <a<«i tf,li , . . . sono fanzioni analitiche di ce regolari nel- 
l'inlorao di ogni puntox disiinto dai punti | e dai poli di >;(cc) e non b Ig^O. 
?et le (13) si ha : 



(15) 



h f,(i/ - r,{x)Y + 



Per X diverso non solo dai punti i e dai poli di r,(x) , ma anche dagli zeri di 
I), del resto qualsiasi, l'espressione (15) si sviluppa in una serie uniformomente 
MDTerftente del tipo : . 

(16) ì/ = =o(» - iCacj)"' + s.(y - ■r,(xì) » + . . . 

àore e, , e, . . . sono funzioni analitiche di w regolari nell' intorno di ogni punto 

X diverso dai punti saddetti, z^^-—noD è nullo dove l^ è regolare. 

Se z, non 6 uno zero di l^ gli n sviluppi (16) rappresentano per {x , y) ncl- 
i'jniomo di (ajj, , Vo) gH ' rami di f{iC , y) che per X = x,, , y = v^ diventano in- 
finiti, ma se Xo k uno zero di l^ questi t rami sono rappresentati per (a; , y) nel- 
l'intorno di (Xg , yg) dalle n espressioni (15). Per x qualsiasi distinto dai punti 
{ e dai poli di ti[x) gli « rami della funzione f(x , y) , che per y = r^{x) diven- 
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tano infiniti Bono rappresentati nell'intorno del punto (a:,T,{x)) dagli n svi- 
luppi (16) salvo ponti ir 'particolari isolati, clie sono gli zeri di /g, pei qanli 1» 
rappresentazione è data dalle (15)\ il panto (a: , )j(x)) é contemporaneamente polo 
e pnnlo critico algebrico poi rami pei quali è a > 1 ; e solamente polo pei rami 
per cui è a= 1. Considctando la B) come una relazione algebrica fra y e y' che 
definisce y' come funzione di y, il punto analitico (r/x) ,«>) della corrispondente 
superficie di Biemann é punto critico o di diramazione qualsiasi a; , pur- 
ché distinto dai punti ^ e dai poli di T,ia;} , a meno che tutti gli a non siano 
uguali ad 1. 

13. Prima di intraprendere lo studio degl'integrali dell'equazione differen- 
zialo £) notiamo nel piano x altre classi di punii, includendoli nell'insieme dei 
punii $. 

Le funzioni nnalitiche di x,i/^, che figurano mgli n sviluppi (11) del § Il 
possono avere fuori dei punii 5 degli zeri; dalla (7) si rileva ctie questi zeri coin- 
cidono con gli zeri della l'unzione M{a:: , 0) : inffitli dalla (tO> risulta che la fun- 
zione invcrea v{v) ha nel punto u = un punto criiico d'ordine k qualsiasi x 
purché distinlo dal punti ^ o dui poli di r'a) e Cx), salvo pei punti x dove sì 
annulla g^ , nei quali l'ordine del punto critico v = aumenta-, d'altra parte dalla 
(7) segne che l'ordine del punio critico v = della u{v) aumenta e aumenta 
soltanto quando x, all' infuori del punii 5 e del poli dì r,{xì e i((r), sìa tale da 
annullare ìi{x , 0). Notiamo nel piano w Includendoli nell' af^grogato dei punti %, 

%t) gli zeri dello funzioni n^fx), ossia della funzione 1&{x , 0) che con'ispoadc 
a un qualsiasi punto analitico ili diniinazione {r^ix) , ((x)) della superficie di R ì e- 
mann coirispondenie alla y' = f{x,y). 

Infine notiamo nel piano x includendoli essi pure nell' insìemo dei punti ^, 

Sg) gli zeri delle singole funzioni : 



quando qufisto non siano Identicamente nulle e quando il punto analitico ())(x);(.Tl) 
della supe.illcie di R i e m a n n y[x , y , l/') —0 sia punto di diramazione. 

Tanto ì punti £,) , che ì ^g) sono punti isolati che possono avere cocae pumi 
lìmiti fiolianto i punti singolari delle funzioni a{x). 

I punti fgì sono compresi fra gli zeri del risultante <ì[x,y) = delle 

F(iv,y)^0, Dfx ,!/) = 0, 

cui siano tolti i fattori comuni, e quando non sia Q(x,i/)^0. 

14. Studio degV integrali della E) neW intorno di un punto X distìnto dai 
punti 4. — Sia j-g un punto qualsiasi del piano x distinto dui punti ^; sìa y^ un 
valore qualsiasi; sia y'^ una qualsivoglia radice dell' equazione F^Xq , y<, , j/'j = 0. 
Ci proponiamo di riconoscere nell'intorno del punto x^ resistenza e il carattere 
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degli integrali dell' cqtiAzione E), elio per a! = Xa prendono il valore j/^ e le loro 
derivate il valore y'p. 

Supponiamo per ora i valori inizimi sd„, y^, finiti. 

Sodo a distinguersi quattro casi secondo che y'^ è radico Boraptice finita o 
insulta, è radice multipla finita o infinita. 

1» Caso. — Sia y'o radice aempUce finita della P(x, , y^ , y') = 0. 

Per {x ,y , y') nell' Intorno di {x^ , t/g , y'J l'cquazìoiio dìffercnziute E) è equi- 
Yslente a nn' equazione differenziale : 



dx ' '^~ ' "' 

ioyùf,[x,y) è funzione analìtica regolare nell' ìniorno di (.To , yj ed è aguale 
ay', per X = x^ , y = y^. Dunque {§§ 1, 3): 

L'equazione differenziale E) ammette un solo integrale y{x) che per x = x^ 
auan» il calore y^ e la sua derivata il valore y'g,* «8*0 è regolare in x^. 

Differenziando successi vamcn te la E) rispett» x si ottengono le relazioni : 



cF dy de d*y 
^dy 1^ ÌJT "^' ■ 



le qnali per b = a!o , y - fto , y' = y^ deccrmiuano i coefflcicuti dello sviluppo del- 
l' integrale y{a)) nell' intorno di jc^. 

2" Caso, — Sia y „ radice semplice infinita della F{(Xa , Vo , y') = 0. 

Allora per (x ,y , y') nell' intorno di {x„ » y» > <=c} l'equazione dilferenzinle E) 
è equivalente a un' equazione : 



dove /,{a; , j/) diventa infinita per (C = 0?,, ■ ? = fo t ™* T7 * regolare in 

K>!/,) e non è — -^^ — - = 0. Percift (§ 4). 

L'equazione differensiale ,E) ammette un solo integrale y(x) che per x=Xu 
allume il valore y^ , la cui derirata dieenta infinita In Xo/ esso ha in Xg un 
punto critico algebrico attorno al quale tutti i valori di y(x} che cadono in vici- 
nanza di yj formano un solo sistema circolare. 

Z" Caso. — Sia y'o radice multipla finita della l!'(xo , y^ , y') = 0. 

Sia «)(x) la radice dell' equazione discriminaDto ii{x , j/] = che per fc = sEo 
à riduce a i/o; sia i{ie) la radice dell'equazione F{x' , r,lx) , j/'} -0, che in a;^ è 
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Ugnale a }/\ ; sia s l'ordine di mnltiplicitA delia radice i(x) ; r,(x) e Hx) sono re- 
jifolari in x. 

Risalta dal § Il che per {x ,y , (/') nel!' intorno di {x„ , j/, , j/'o) l'equazione 
differenziale £) ò equivalente a un complesso dì n < « equazione differenziali 
del tipo : 

* *il 

(17) ^1 = Hx) + j. (» - r,(a;)) ' + j, (» - «a!)) ' + . . . 

dove « > a > t ) <i, + «t + ■■• + a, = « , 1: > 1 ; jTa j ffi . — r ^'^'^ fanzioni analiti- 
che di a regolari In ogni ponto x distinto dai ponti \ e dai poli di \{x) e {(ae); 
il coefficiente differenziale dell' eqoazione (17), il qoale può rìgnurdarsi come 
una serie dì funzioni annlltìche di (x , y), h unirormeinente convergente per (x,y) 
nell' intorno di (a^g , y^ e rappresenta in tale intorno una funzione nnaiìtica nd 
a valori: se a= 1 questa funzione è regolare in (a*a , y^) ed all'equazione (17) sono 
applicabili t teoremi dei §§ 1,3. Sin a > 1. Ponendo nella (17) : 

(18) ' ;/ = «+ìi(a;) 



du „ , di[{x) _ I- 



e in qnesta ponendo : 

(19) « = *« 

si ha : 

dove lo STiloppo fra parentesi è uniformemente convergente per (a; , t) nell' in- 
torno di («0 , 0) , onde rappresenta in tale intorno una funzione analitica rego- 
lare di (a: , *). Qui si presentano tre sottocasi possibili da distingnere: 

15. l.o Sia: 

onde >i(£c) è una solnzione dell' equazione differenziale E) e conlemporaneaiueute 
si abbia: 

1 - a + ft > ciò* il: > a - 1 

allora il coefficiente differenzialo ▼(a; , () della (20) é funziOTie analitica regolare 
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p«r (x , t) neir intorno di (fr« , 0), quindi (§§ 1^) l'eqnaziono (20) ammette an 
solo integmle {t , x) aguale a zero per a; = fCo od osbo è regolare in a;,,; se 
k=a~l non è t{a) identicamente nullo; se i: > a - 1 è ^(x , 0) = 0, perciò ({aj)=0. 
Congcg^Dentemente dalle (18) e (19) risulta che l'equazione (1?) ammette, laeciando 
ft parte la soluzione r,(x), an solo inteffralv yix) che per x = Xg prende il valore 
li'ij =j/<( ed esso è regolare in a^ od è an integrale della E); è y'{Xa)=^'{X(,)-y'o\ 
jr'T) è distinto o no da )}(a:) secondo che èft = u-l o il:>a— 1. 

Resta dunque stabilito che nel Bottocaso che si cousidern: 

Se X = x^ è UH qualsiasi punto del piano s digtinio dai punti ^ e dai poli 
ài (i(z) e ^x) l'equazione (17) ammette, a parte la soluzione t;(x) , uà solo inte- 
graie y(z), che in Xg prende il valore )l{Xo) ; esso è regolare in z, ed è un inte- 
grale della E); i y'{xo) = l(x,) = ii'{Xo). 

Se k=:a- 1 è y(x) distinto da t](x) ed r,{x) è tolueione singolare della (17) 
t può dirsi soluzione singolare della E) rispetto una classe di integrali della E) 
situa che è quella costituita dagli integrali della (17) ('). 

Se k > a— 1 è y{x)^ii{x) ed ^{x) è un'integrale particolare della (17) ed 
OHche della E) rispetto quella classe dei suoi integrali che è costituita dagli in- 
tegrali della (17). 

Usando il lingnaggio geometrico si pud dire che: 

Se k = a — 1 per ogni punto (X(, , *j(x„) ) passa una sola curva integrale del- 
Fequazione (17), oltre alla soluzione singolare y — >|(x) ; il punto (x,,)i(xj) è 
punto ordinario per quella curva integrale; la famiglia di quelle curve integrali 
ammette la «oluxtone singolare y = )](x) come curva inviluppo. 

2.° Sìa: 



dx 
e contemporaneamente ; 

1 — «+ A: <0 cioè k < a.— 1. 
Allora essendo jo diverso da zero per x= x^ il coefBciente difTorenziale 
^(x , della (20) diventa infinito per x = cc^ ,t = 0, ma la fanzione ^r~~-T'. * 
re^lare per {x , t) nel!' intorno di {x„ , t) nbll' intorno di (xg , 0) ; inoltre non è 

Perciò (§ 4) I' equazione (20) ammette un solo integrale t(x) che s' annulla 



{'] Per Bolazione singolare di nn' equazione differenziale intendiamo ana solu- 
none dell' equazione differenziale che non può ottenersi mediante l'applicazione di- 
retta indiretta del teorema fondamentale di Canchy, il quale conduce soltanto 
1 ÌDtegrali particolari. Chiamando integrale generale di un' equazione differenziale 
l'inaìeme degli integrali corrispondenti ognuno a determinati valori iniziali in virtù 
del teorema di Canchy, soluzione singolare dell'equazione atessa & una solu- 
lione elle non è data dall' integrale generale per nessun valore della costante d'in> 
t«gruione. 

TOL. xuT. d 
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per X = x^; esso hit nel pnnto x^ un punto critico algebrico nell' intorno del 
qnale è rappresentato da uno sviluppo del tipo. 

t(x) = a^{x - x,r^ + a,(x - x^)^ + . . . («„ + Q) 

d'onde segue per le (18) e (19) che reqnazione (17) ammetto, a parte la solu- 
zione ijfaj), an solo integrale y(x) uguale a ^[xj^-y^ per x = r„, ed esso che 6 
pure integrale della F), ha in x^ un punto critico algebrico nell'intorno del quale 
6 rappresentato da uno sviluppo della forma : 



«o)""*+--.J; (6„ = a„" + 0) 



(21) y{xì = r,(x) + {x - x^)'^" Ib^ + 6,(3: 
con )i(a:) sviluppabile in serie di potenze intere positive di (x — Xo), le quali vo- 
lendo possono riguardarsi come potenze intere positive di (jc — x,)*^, onde lo 
sviluppo (21) pub ordinarsi in un'unica serie di poicozc intere positive dì 

I 
(i — Xo)"^ È poi ff'(a;J = 5l'('''o) = *i'(^o) = y'o- Dunque nel caso presente. 

Se X = Xfl è un qualsiasi punto del piano x distinto dai punti 5 e dai poli 
di ii(x) e t(x) l'equazione (17) ammette, oltre la soluzione r,(x), mh aoto integrale 
y{x) distinto da )](x), che in x^ prende il valore >j(Xo); esso, che è pure integrale 
della F), ha in Xj un punto critico algebrico d'ordine (a — k), nel cui intomo è 
rappresentato da uno sviluppo del tipo (21); è y'(Xo) = i{xo) = yi'{x^). La aoluirìone 
y = r,(x), che è regolare in Xg , è soluzione singolare della (17), ed è soluzione 
singolare di F) rispetto quella classe dei suoi integrali che è costituita dagli in- 
legrali della (17). 

Usando il linguaggio geometrico possiamo dire che: 

Per ogni punto [xo , )5(X|))1 o''*"* o^** soluzione singolare y = i)(x) passa una 
una sola curva integrale della (17), distinta dalla curva y = )](x> ; essa ha nel 
pnnto [x, , ii(x)] una singolarità complessa. La soluzione singolare y = 5](x) è il 
luogo di queste singolarità complesse e contemporaneamente è curva inviluppo di 
quella famiglia di curve integrai. 

3.» Non sia; 



onde }](x) non b soluzione di alcuna delle n equazioni dlfTerenziaii del tipo (17), 
il che non toglie che t,(x) possa essere soluzione della Ej. 

Allora la funziono (((a;) — ^J è regolare In x^ e noe è nulla per x = x„, 

onde il coefflcìcnte differenziale ?(x , () della (17j diventa infinito per x= x^,t =0, 



6 -7— v^O. Perciò (§ 4) l'equazione (20) ammette un solo integrale ((x) an- 
nullautesi per x=X|,ed esso lia in x, un punto critico algebrico, nell'iDtorDO 
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del qnale t(x) è rapprosentato da odo svilnppo del tipo; 

(. 1 

t{xì - «0(0: - 3Co)* + a/x - xX + . . . , (flo + 0)- 

Onde per te (18) (19) l'eqnazione (17) ammette un solo integralo y{x) aguale a 
iì(*e)=yo P6i" x = Xf ed esso, cho 6 pure integrale della E), ha in a:^ un punto 
crìtico algebrico, doU' intorno del quale y[x) è rappresentato da uno sviluppo 
della forma: 

(22) y^x) = r,(a:) + (a: - a:„)(6„ + b,(x - x^f + . ),(&<, = «o" + 0) 

dorè ii(x) può svilupparsi in serie di potenze intere positive di [x — x^)^. 
Senz' altro possiamo dire che nel caso che si considera: 
jft X = Xg é un qualsivoglia punto del piano & distinto dai punti i e dai poli 
di t(x) e i(x}, l'equazione ^n) ammette un tolo integrale y(x) che prende il va- 
lore ijfxoi: esso, cAe i pure integrale della E; à in x,, un punto critico algebrico 
di ordine a, nel cui intorno i rappresentato da uno svUupppo del tipo (22),- è 

y'W - c(x,). 

Impiegando il lingaaggio geometrico abbiamo che: 

Per ogni jmnto (x,, , >i'XoO passa una sola curva integrale della (17); essa ha 
nel punto (Xg , >i(xo)) una singolarità complessa: la curva y — t](x] è il luogo di 
qiteite singolarità complesse, ma non inviluppa quelle curve integrali. 

16. Possiamo Analmente concluderò che : 

Se y '4 è radice multipla finita d' ordine a di multipHcità dell' equazione 
F<x« ) Yo , ;') = V eqaaeiono differenziale E) ammette n integrali particolari 
y.(x) , . . . , y„(x) con 1 < n < s 1 quali soddisfano aUe condizioni iniziali di as- 
sumere il valore Ya * '* 'o*"" derivate il valore y\ nel punto x = Xo; ciascuno 
di essi ha in x^ un punto ordinario o un punto cHtico algebrico. Inoltre l'equa- 
zione E) può ammettere , nia non ammette in generale , una soluzione y = )j(x) 
soddisfacente alle stesse condizioni iniziali, la quale è radice dell'equazione di- 
icriminante della £) ed è regolare in Xg. Oltre le soluzioni suddette l' equa- 
iioae E) non può ammettere nessun altro integrale soddisfacente a quelle condi- 
zioni initiali. 

Se non esiste la suaccennata soluzione y = >j(x) gli n integrali y, (x) , . , . , y„(x) 
tono fra loro distinti e «e n = s sono tutti regolari in Xg. 

Se esiste la soluzione y = i;(x) ed é n < 8 la soluzione >](x) può essere distinta 
dagli n integrali y,(x) , • . . , y„tx) , e in questo caso gli n integrali sono fra loro 
dittinti; anche può coincidere con uno più di quegli a integrali e allora i ri- 
manenti saranno fra loro distinti; la )]'x) può essere soluzione singolare della E) 
rispetto certe classi di integrali , particolare rispetto altre classi \ se n - a gli a 
integrali y,(x) . . . y„(x) coincidono tutti con la soluzione y = )]{x). 
Cid che principalmente interessa è che : 
Oli integrali della É) soddisfacenti alle date condizioni iniziali non sono mai 
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I èuperiore ad e e almeno uno e»i»te: ognuno di e*»i o é regolare in x, 
ha in Xg un punto evitico algebrico. 

Si paò oBiiervare che se non eBiste la summenzionata eolnzlone y = n{ge) il 
namoro totale dei rumi distinti degli integrali yjx) , ■ • . , y„{n) nell' intorno del 
panto a} = CCf h ugnale nd «; ma se esiste la soinzione y = r,(x) qnel numero è in- 
feriore ad «; e pnò ridursi ad 1: parto dei rami degli n integrali y,'x) ,■•• > ViiC^h 
che nel primo caso erano distinti, nel secondo caso coincidono con i](x}. 

17. 4.0 Caso. — Sia y' radice multipla infinita della F(xo , yo i yì = 0. 

Sia 8 il sno ordine di maltipUcit&, sia ^(x) la radice dell' equazione discri- 
minante D(x ,y) = che per x^x^ si riduce a y,,. 

Riferendosi al § 12, se non è A/x , )](a;))^0 fra le radici dell'equazione 
F{x , i](x) , V) = ^ *>i^^ ^^''^ ^<^) ^ infinit'^ per x = x^ ed essa à radice multipla 
d' ordine « ed ìi in x^ un polo; per (x , y , y') nell'Intorno di (x, , s/oì"") l' esita- 
zione differenziale E) 6 equivalente al complesso dt n < a equazioni differenziali 
del tipo : 



(23) 



dx 



-Tj + h'>{-j- .l(x))' + h,{y - T,(x)) ' + . . 



dove -r— 7 , Aq I A| ) ■ • • , sono funzioni analitiche di x regolari in x^ e non tutte 
•,\X) 

nulle per x = x^'i è 8>a>l,a, -vaj-i-... + a„ = 8,jl:, >!; lo sviluppa a deno- 
minatore è uniformemente convergente per (ir , y) noli' intorno di (xig , y^, onde, ee 
a = 1 rappresenta in tale intorno una funzione analitica regolare e siccome essa 
è nulla per x = Xa,y = ya, ma non è identicamente nulla per 3; = a:^, l'equa- 
zione (23) ammette un solo integrale y{x) uguale a y^ per x = x^ ed esso ha in 
Xg un punto critico algebrico (§ 4). Se a > 1 sì ponga nella (23) 





!/ = » + -n^x) 


con che al ha : 






du „ ^ 1 

^^ = 1'"')+ 5 SITI 

<.{x) ^ 


e ponendo : 






u = t' 


si ha: 




<«' £= 


!"' / r!(iì 1 ' 


« 1 '^"^ ' ., . 



Tli'{x) 6 regolare in JJ^ ; il coefficiente differenziale V{x , t) diventa infinito per 
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festameote regolare per (x , t) nell'intorno di (Xj , 0); onde (§ 4) l'eqaitzione (24) 
ammette un boIo iotegrale onllo per ir = Xo, ed gbbo k in Wa dh punto cistico al- 
gebrico. Perciò l'equazione (23) ammette un solo integrale y{x) ugnale a )l(Xo)=;/a 
per x = Xo ed esso ba In Xo nn punto critico algebrico; 6 y'C^'o) = "> '> yo:) è un 
integrale della E). 

Il caso ora considerato ei presenta soltanto per punti eccezionali del piano 
X ebe sono gli zeri delle funzioni Aa(w , )](x)) non identicamente nullo, ossia i 
poli delle tìa). 

Supponiamo ora cbe sia A„{x , r,{T)) = 0; allora l'equazione F(x , r,[x) , j/')=0 
ammerte una radice multipla infinita d'ordine «.di mnltlpllcità qualsiasi X, pur- 
ché distinto dai punti 5; per (as , y , y') nell'intorno di (aJo.ycOD) l'equazione 
ditTerenziale £) è equivalente al complesso di n<s equazioni differenziali del 
tipo (§ 12) : 

(») g= <V-r,ix)r^ 

dove 1^,1, ,.. . sono ranziooi analiiicbe regolari nell' intomo di Xo ; lo, che non 
è ideoticamenle nullo, pub essere nullo per x =- Xq , ma non tutte le funzioni 
II,,!,,- • • sono nulle per fl;=x,;«>a>l, «', + ... + «„ = «, fc>l; e lo svi- 
loppo al denominatore è uniformemente convorgepte per (x , y) nell' intorno di 
(*..!/q)- 

Se a = l r equazione (25} ammette un solo integrale y(x) che per x = Xq b 
uguale a i/o ed esso à in x^ un punto critico algebrico, o ciù pel teorema del § 4; 
i !f'(z«) = c» ed y(X) è un integrale della E). Sia a > 1. In generale Iq non s'an- 
DQllcrk in xq e l'equazione 25; potrit porsi sotto la forma* 

(26) ^ = 6<.(y-'i(a^)'''+e,(2/->ì(!/))^" + --- 

^°^^ E, , E, , . . . sono funzioni analltlcbe regolari noli' intorno di Xo(3o ' ^i 

sono Trazioni aventi per numeratore delle funzioni razionali intere di lo ,1, ,. . . 

per denominatore le snccessiTe potenze di l^) ed £,= non è nullo per x = Xo; 

il coefficiente differenziale della (26) è uniformemente convergente per (x , y) 
Dell' intorno di (x^ , y»). Nella (26) si ponga successivamente: 

y = n + i](x> , « = (« 

81 avrà : 

c^ia oirdinando il 2° membro secondo le potenze crescenti, di t 
n ^ = f,ì— "♦■ + .,<-'-" ■+... = *,(a; , 1) 
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dove il coefficiente differeozialo <|r,(ir , diventa infinito per x = Xo,t = 0, ma 
r- — — è fanzlone analitica regolare per (a; , () nell'intorno di (xo , 0), inoltre 

non 6 -— 7: = 0; quindi (§ 4) l' eqoazione (27) ammetto un solo integrale 

i{x) nullo per aj = a"o ed esso ha in Xt, nn punto critico algebrico nell' intorno 
del quale t(x) è rappresentato da ano sviluppo del tipo 

t{a:) = ao(a: - .To)"** + a,{x - a:«)"+* -i- . . . (do + 0). 

Consegueutemento l'equazione (26J ammette nn solo integrale y(x) aguale a 
r,(,Xo) - Va P^r os = Ola ^d «880 ha in x^ nn punto critico algebrico nell' intorno 
del quale y(aj,- è rappresentato da uno sviluppo: 

(28) y{x) = n<x) + (a; - ajo)"'(6o + &,{x - aso)''"" +...); (6o=»o' 4= "). 

Anzi possiamo dire che so Xg è un qualsiasi punto del piano a distinto dai 
punii ; e dai poli dì r,{X] l'equazione (26) ammette un integrale y{x) e uno solo 
ugnale a r/auo) per a; = x,, ed esso ha in Tq un punto critico algebrico net cai in- 
tomo y{x) è rappresentato da uno sviluppo del tipo (28); 6 y\^a) = <» ed y{x) è 
un integrale della E). In linguaggio geometrico si dirà che per ogni punto 
(j"o . ifa'o)) della curva y = rt(x) passa una curva intrgrale della ',26) ed una sol- 
tanto, !/ = 1/ x), ed essa ha in quel punto una singolarità complessa iu cui le tan- 
genti coincidono in una parallela all' asso y. 

Considcrianio ora il caso eccczionnlo che a^ sia uno zero di V S' prenda 
l'equazione (25) e vi si ponga sitccessivamcnte: 

y = Il +yi'x) , « = *' 

dopo di clic la (25) sì mula nella: 



(29) 



= ^'(-''WW7T,!Tr:r> *•''■') 



dove il cnfticicntp differenziale «J'/j-, () diventa infinito per x^X(^,t = 0, ma non 
è infiniio qnalsinsi t per x= XqC iiintue la fuiizìoiie è evidentemente re- 

golare per (x, il nell'intorno di (to , Oj ; dunque (§ 4) l'equazione <29) lia nn 
solo integrale t'X) nullo per a: = x^ ed esso ha in Xo un punto critico aTgebrico. 
L'equazione (25) animetie quindi uu solo integralo y{x) che per ai = set prende 
il valore r,(ieo) - I/o ed esso lia in Xq un punto critico algebrico: è y'{x,)= ce ; y{x) 
è un' integrale della E). 

Possiamo dunque concludere che : 

Se l'equaeione F{:x.g , Yo > y') = ha una radice multipla infinita d'ordine a 
di multiplicità l'equazione differenziale E] ammette solamente a integrali che per 
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x = x« atmmono il valore yo e b loro derioale dioentano infinite; eaù sono fra 
loro diitinfi; ciatetino di etti tia in Xo «n punto critico algtbrico; t! 1 < n < B. 

18. Se Xg È un (inoUiasi ponto del piano x distinto dai pnntl § ed j/o ^ on 
qualsivoglia valore fluito, risulta dai §§ 9, II, 12, che per (cc,y) nell'ìntorna di 
(^ojVd) t'eqnazione differenziale E) è equivalente al complosso di m' <.m eqaa- 
sloni differenziali risolato rispetto la derivata (m'> IV, per ognuna di queste equa- 
Eionl differenziali è stato stabilito nei §§ 14, 15, 17, quanto concerne l'esistenza 
e il carattere degli integrali uguali a j/g per a: = Xg noli' intorno del punto x^; 
possiamo riassumere il contenuto essenziale di questi paragrafl dicendo ohe : 

Se ^ è un qualeiati punto dtl piano x distinto dai punti ^ e yo^ un qtial- 
rivoglia valore finito l'equatione differenziale Ej ammette soltanto un numero < m 
di inttgraU che per x = Xo prendono il valore y<i ; uno almeno di tali integrali 
etitta; ciascuno di questi integrali o ì regolare in Xq , o Aa tn Xg un punto cri- 
Heo algtòrico; in generale sono m e ognuno è regolare in Xg perchè in generale 
yt i diverso dalle radici delle equazioni An(Xo , y) = , D(Xo , y) = 0. 

t9. Valori ikiziali infiniti. — Finora abbiamo supposto 1 valori cco , Vo fi- 
niti: eia ora Wo un ponto del piano (x) a distanza* finita , distinto dai punti ^ ; 

m ponga nella E> : 

(») v = i 

si ha: 

cioà: 

Ao(ac ,-)»'," + A, (x , ~jy,*-y'"-^ + ... 

...+ A^, (x y --^ y.**"-"y', + A« (x , -) j/,'" = 0. 

Se D(<:B,yi)' indica il discriminante della £,), quale equazione algebrica in 
Vi , sarà : 



D, (a:,y.) = u(fl;,i).y,""'"-" 



petcbè D,(x , ^,) è finzione razionale intera isobarica dei coefficienti della E,), 
di peso iR(ffi — 1) : quindi l'equazione discriminante della E,) , D,(a; , j/,) = am< 

metta le radici . . • ■ > — tt se nessuna delle ij.fx) . . . tiJx), radici di D(x,«l=0, 

i identicamente nulla; inoltre ammette la radice j/, ^ se il grado di D(x , y) 
in jf È minore di 2in(m— 1), non l'ammette in caso contrario. Relativamente al- 
l' eqouioDe Ej) considerata soltanto per j/, nell'intorno di jf, = 0, può ripetersi 
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tatto ciò che s'è detto àa\% 9 al § 13: in lai modo si può esser condotti «Da- 
tare e includere fra i punii ^ ulteriori putiti isolati del piano (x) che apparter- 
ranno alle classi (Sj) , (js) > (SO • (Sg)- Cosi ad esempio se 1' equazione discrimi- 
nante D,(x,i/,) = ammette la radice y,^0 fa d'aopo includere H'a i punti § i 
poli delle radici ri{x) della D(x , i/)=0, punti in cui almeno due' radici distinto dal- 
l'equuzìoae r(aT,0,i/',)=0 coincidono > eCc. ecc. Presi come valori inissiali x~tCt 
qualunque itistinlo dai pnnti ^ e */■ -0, per quanto riguarda lu esistenza b il 
carattere noli' intorno del punto -.ro degli integrali della E) aimuIlantÌBi En aó ba- 
sta riferirsi al paragrafi 14, 15, 16, 17. 

Per la (30), a ogni integrale della E,) annnllantesi in a^, ma non identi- 
camente nullo, regolare In Tq o avente In Xo un punto critico algebrico corri- 
sponde un determinalo integrale della E), elio in Xo ha rispettivamente un 
polo ordinario, o un punto critico algebrico combinato ad un polo ; a un ime- 
graie identicamente nullo della E,) non corrisponde alcun integrale della E); gli 
integrali della E) corrispondenti agli integrali della E,] nnlli in gr^ , in virttt della 
30) sono i soli integrali della E) che in Xq diventano infiiiili; se tutti gli integrali 
della E,) nulli in t^ sono identicamente nulli, I' equazione E) non ammetto nes- 
sun integrale infinito per w = X(f Dunque: 

Se X(, è un qualgiasi punto del piano x distinto dai punti ^,l'eqvaeiane dif- 
ferentiale FJ o non ammette nesatin integrale che per x <= Xg diventa infinito a 
ne ammette solta.ito un numero cm; ciascuno di essi ha in Xo «n polo ordina- 
rio un polo combinato con un punto critico algebrico. 

Supponiamo infine che sco sia il punto all' infinito del pinne (a;); si ponga 
□ella E) e nella E,) : 



con che si hanno le equazioni trasformate : 



^.) ^'it • v..-.'|;) = o. 



dac,' 

Se il punto a; = appartiene all' aggregato dei punti ^ del piano (x,) corri- 
spondenti alle equazioni £,) , E,) , si include senz' altro il punto ir = oc nell' ag- 
gregato dei punti l del piano (x); se no in forza dei risultati fin qui stabiliti ap- 
plicati alle equazioni E,), E,] possiamo dire che: 

Gli integfaìi della E) che per x = co prendono un dato valore finito od in/ì- 
nito non possono estere in numera maggiore di m e ognuno di essi o i regolare 
all' infinito o ha all' infinito un punto singolare algebrico. 

20. La conclusione essenziale cui conduce la discussione svolta Del prece- 
denti paragrafi è la sefpieDte : 

Se So ^ f n punto qualsiasi del piano x a distanza finita o infinita solamente 
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disti»to dai punti ^ (cita tono punti determinati , messi in evidenza dall' equa- 
lìone E) iiolati ealvo i punti aiagolari delle a(x)) e te y^ è un qualsivoglia va- 
lore determinato finito o infinito V equazione differeneiale £) non può ammettere 
pia di m integrali riducentUi a y^ per x = Xo ; ciatcuno di etai è regolare in 
I4, à in Xo un punto singolare algebrico; in generale sono m e ognuno è rego- 
lare in Xq. 

Osservazione. — Rei al ir amen te ai ponti 5 si pu* oaservare che tolti i ponti 
\ìi 1 Si) 1 Ss) . se X = £0 ^ ""o qoalsiftai dei rimanenti ponti S, esistono non piti 
di m iniGgrali di E) riduccntisi a un qualsivoglia valore j/g distinto da valori 
eccetionali y, per a; = lo , ed essi, o sono regolari in (o r *> hanno in ^ ona sin- 
golarìià algebrica. Cosi ad esempio accade se ^ ò uno dei pomi f^) distinto dagli 
altri punti E e si prende on valore y^ qoalsiasi diverso dalle radici comuni alle 
equazioni : 

AoCEo,y) = 0-, A,(E„,y) = 0,...A„{Eo,!/) = 0; 

e anche se Eo ^ uno dei ponti y e si prende on valore 1/0 diverso dalle radici 
dell' cqoazìonì D((o • !/) = 0. 

Sali' esistenza e sol carattere degli integrali di E) nell'Intorno di an ponto 
^ ridocentesi a nn valore y per fr = ^, nolla poò dirsi in generale a meno 
che non possano applicarsi i teoremi dì Briot e fiooqaet ecc. relativi al 
esso che il coefficiente dlfTerenziale ai presenti sotto la forma indeterminata 

>^- 

Cosi pure nolla poò dirsi in generale sali' esistenza e Bol carattere degli in- 
legr&ll della E) ncll' intorno di uno qualsiasi dei punti E,) , C^) , E,). 

1 punti genericamente indicati con la lettera \ li chiameremo punti eccezìo- 
noU punti singolari dell' equatione differenziale G). 

CAPITOLO III. 

Teorema di Painlevé a ille singolarità trasoendanti degli integrali 
di un'equazione differenziale del prim' ordine algebrica. 

31. Riprendiamo l'equazione differenziale E): 

Sia Il(x - Xq) on qualsivoglia elomento di funzione analitica il quale soddisfa la 
^. Nel piano (at) si pensino tolli i tagli che impedivano alla x di girare Attorno 
ai ponti critici dei coefflclenii a(x) della E). La funzione analitica 'y{x) definita 
dall'elemento Iniziale W{x'- x^ si ottiene mediante il processo della contlnoa- 
zjone analitica in totto il suo campo di validità, il qaale potrà ricoprire pib volto 
il plano a: ovunque easa esiste fuori dei ponti singolari delle a(r), soddisfa l'è- 
Qoaiione dlfibreoziake E) per il noto principio della conservazione delle pro- 
prietà analitiche. 

roL. zi.iv. 10 
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Se la continDaztone analiticn di y{x) lungo nn cerio cammino L e' nrrestit Ad an 
certo pnnto a =w , se cioè x è nn punto singolare della funzione y(3c) , X po- 
txk o no essere distinto dai punti l; supponiamolo distinto. Se per x che tende 
con continuità a w sul cammino L la funzione y(x) tendo a un valore determi- 
nato flnilo infinito il punto X b certamente nn punto singolare algebrico di 

y(.x) (§ 20). 

Ma nulla finora eaclade che per X tendente a x sul cammino L la funziono 
y{x) possa non tendere a nessan limite detcrminato , nel qanl eneo x sarebbe 
un punto singolare Irntcendente di i/(£C). Dimostreremo in proposito ttn teorema 
fondamentale per la teoria analitica dello equazioni differonziali algobriclie del 
prim' ordine, dovuto a P a i n I e v é. 

22. Teorema di Fainlbvé. — Un integraie qualunque y(xi dell'equazione dif- 
ferenziale E) non può presentare in tutto il piano (x), all'infuori dei pnnti E, che 
singolarità algebriche. 

Riferendoci al paragrafo precedente bustcrà evidentemente dimostrare clic 
r integrale !/(d?), che è un qualsiasi ìntograle della E] , non può essere Indeter- 
minato in ce, ma tendo necessariamente a un determinalo limite finito o infinito 
comunque x tonda a x sul cammino L. Supponiamo infatti che ciò non av- 
vcngn. 

Siano T, , Yg , . . . , Y„ , le radici distinte o finite delle equazioni algebri- 
che in y : 

Ao (i , y) = , D (jc , y) = 

le quali potranno avere inoltre radici infinite. 

Potremo assegnare un numero determinato {> > abbastanza piccolo perchè 
se x' 6 nn punto di L prossimo quando si vuole ad x, fra a:' e a, vi siano sem- 
pre su L ponti X pei quali si abbia : 

|y(fl;)-Y(|>p 

Y,- essendo uno qualunque dei valori Y, , Y, , . . . , Y„ ; se infatti non fosso pos- 
sibile assegnare nn tnl numero p, per quanto piccolo, l'integrale y{x) tenderebbe 
al valore Y; per x tendente in un modo qualunque ax su L. Possiamo snpporre. 
d' aver preso p minore della motii della minima delh mutuo distanze dei punti 
Y, , y, , . . Y„ del plano (j-). Descriviamo nel piano (yi dei cerchi Ci , e, . . . c^ 
aventi rispettivamcnle per centro Y, , Y^ . . . Y„ , e lutti lo stosso raggio ngaale 
a p; ciascuno di essi è esterno agli altri. So x tende con continuità a x su L il 
valore y{x) non resta constantcmento interno a uno dei cerchi e, , e, , . . . , c„-, 
e nemmeno può essere interno ora all' uno ora all' altro dei cerchi stessi , per- 
chè y(_x) varia con continuità; per certi punti SB di L prossimi a x quanto si 
vuole y{x) cadrà fuori di ognuno di quei cerchi. 

Potremo poi fissare un numero positivo & delermluato, finito, abbastanza 
grande perchè, se x' è un pnnto d! L vicino quanto si vuole a x fra x* e a; vi 
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BÌRDO sempre eq L punri x nei quali si abbin: 

I y(a!) I < R. 

Se infalti non bì potesse trovare un tal numero R, per quanto grande, l' in 
tegralc y{x) tenderebbe all'oo per ce tendente in qualsivoglia modo a a; su L 
Flssmmo donque R e fissiamolo in modo da superare di una quantità determl- 
n.iu uisfrì^ioi'e di p il massimo modulo delle radici Y, , Yj . . . Y„. Descriviamo, 
ud piflDo (y) un cerchio C con centro l'origino o raggio uguale a R ; i cerch 
e, ,(,... c„ saranno catli interni al cerchio G. Se x tende con continuità a ce 
sn L il vnlore y(cc) non può mantenersi costantemente esterno al cerchio C e 
ncmiDCnci pnò essere ora esterno al cerchio C ora interno a uno dei cerchi 
e, ,c, ...c„, perchè y(a;) varia con continuità. Indichiamo con S l'area interna 
ai cerchio C ed esterna ai cerchi e, , e, . . . c„ , se a; partendo da un punto di L 
proffiimo come si vuole a x descrive L fìno ad x, il valore y{x) non sì man 
tiene eosUnlemcnte esterno all'arca S. 

Ciò siabilito descriviamo nel piano (y) concentiici rispeltivameitte ai cerchi 

e, I e, ... c„ e tutti di raggio uguale a -|- 1 cerchi e', , e', . . . c'„ e descriviamo 



cliiaino con S' l'area interna al cerchio C, esterna ai cerchi e', , c'g , ... , c'^. 

Por X vicinissimo a ce lo radici delle equazioni Ao(£c,y)=0, D(x,y)=0 , aono 
Ticitiissimo nlle radici Y, , Y, ... Y„ e se per.'V=a; le equazioni stesse hanno radici 
inlÌDiie, per a nell'iniorno di x hanno radici, che cadono nell' intomo dell' od. 

Possiamo fissare un numero r>0 abbastanza piccolo perchè nel cerchio di 
centro X e raggio r e sulla sua circonferenza non cadano punti E, e perchè inol- 
tre per X interno al cerchio (a; , r) o sulla sua circonferenza le radici delle 
^inazioni Af{cr,y) ~ , T){w,>/) = cadano iniemamente ai cerchi e', , c'j , . , . c'^ 
e, Bc grandissime, esternamente al cercliio C, mantenendosi a una distanza as- 
fpgnnbile dalle circonferenze. Cosi, per x qualunque entro il cerchio (x , r) o 
BDlla EDO circonferenza le radici dell' equazioni Af,{x , J/) = , D(a' , J/) = , ca- 
dono luue esternamente all'area S'. 

Allora per x qualunque entro il cerchio {.ce , r) o sulla sua circonferenza e 
per ìj interno all'area S', o sul suo contorno, del resto qualsiasi, l'equazione E) 
considerata come un' equazione algebrica ìn y', ammette m radici distinte e fi- 
"i'e Ah ,1/ì , /',(a; , y) ,..., /^[ac , y), che sono funzioni analitiche regolari ncU'iu- 
tomo del ponto (JC , {/) , comunque esso sia preso nel campo suddetto; come tali 
l'sse avranno in quel campo uu massimo valore assoluto finito M. Conseguente- 
mente comunque si prenda 3? = a nel cereliio (aJ , -g-J o sulla sua circonferenza 
^ y -b nell'area S, o sui suo contorno, ciascuna delle funzioni ft{x,y),:.,f„(w,y) 
è indabbiamente regolare per x , y rispettivamente nei cerchi (^ > ó 1 i ( '' > o ) 
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e Balle loro clrci>nferei)ze ed à in tale campo un masdmo valore «Bsolnto non 
snperiore ad M. RÌBolta da'cid (§§ 1,3) che eBÌBtono m Integrali (tntti distinti) 
dell' equazione differenziale E) ed m soltanto , che per X = a prendono il va- 
lore b ogonno di oasi è regolare in nn cercLio di centro o e raggio certa- 
mente inferiore a : 



i(.-«4)=i(---)- 



valore determinato, certamente maggiore di una quantità > 0. 

Ora BU L ai può prendere nn punto te' tale ctie tutti i pumi di L fra x' 

e 'x cadano entro il ccrcliio [x, -—)• Abbiamo già osservato che quando a 

tende & ce va h con continuità il valore a^!/)-non resta coB^ntemente esterno 
all'area S; quindi in certi punii x di L compresi f ra x* e x , se non in tatti, 
il valore y{x) cade internamente alt' area 8 o sul buo contorno ; sia x = a uno 

- di tali punti. Siccome il punto x=a cade nel cerchio {x , — j , perchè cade 

nel cerchio (a: , —1 , ed il valore y(a)=& cade nell'area S o sol eno contorno, l'in- 
tegrale y(x) (che è regolare in a, perchè la continuazione analitica lungo L s'arresu 
pei' Ipotesi in Èc) è regolare in an cerchio di centro a e raggio X, qafndi è rego- 
lare nel punto ac e la continuazione analitica di n(a;— cco) lungo L non s'arre- 
sta in x (l cadendo a partire da a In (x , -r-)). Dunque l'ipotesi che y(x) 

sia indeterminata in ic ci conduce a una contraddizione; se iC è effottivamenle 
nn punto singolare per y{fc) (e' intende per un ramo almeno della funzione y{x), 
quello ciob considerato lungo L) y{x) non può essere indeterminata per x ten- 
dente a X su L, ma deve tendere ncccsBarìamcntc a uno dei valori Y, , Y, ,, .., Y„ 
oppure all' oc; e il punto x è un punto singolare algebrico dell'integrale i/(x). 
Quanto s'k detto vale qualsiasi l'elemento iniziale soddisfacenie la E) dal quale 
si parte. Il teorema è cosi dimostrato. 

23. Un qualsivoglia integrale della E) può arere punti singolari trascendenti 
soltanto nei punti ^ ; i quali però non sono necessariamente punti singolari tra- 
scendenti per quell' integrale; uno qualsiasi di essi potrebbe essere punto ordi- 
nario singolare algebrico per alcuno o per tutti gli integrali della Ej ; nulla 
esclude ciò, anzi il § 6 e l'osservazione del § 20 lo confermano. 

Il teorema del paragrafo precedente si può dunque enunciare cosi : 

Le sole singolarità trascendenti possibili degl'integrali dell' equazione diffe- 
renziale E) sono i punti $. 

Intendendo per singolarità dell'integrale generale di un'equazione differen- 
ziale le singolarità di un qualsiasi integralo particolare, chiamando singolarità fiate 
dell'integrale generate quelle singolarità degl'integrali particolari la cui posizione 
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è sempre la stessa per tatti g^li intefri'ali pariicolari, cioè quelle singolarità del- 
l'intesale generale la cai posizione non dipende dalle costanti arbitrarie d' in- 
te<!;rszioDe (onde Io altre singolarità dell'integrale generale la cni posizione va- 
ria col variare delle costanti, d' Integi'ttzìoiis si diranno mobili) poaiiauio dare 
«ll'enuDciato del teorema di Palale ve 1» forma sogacnte : 

Lt gingolarità trascendenti dell' integrale generale di un'equazione differen- 
xiale dd prim' ordine, algebrica, sono fìsse; l'equazione stessa le mttte nt evi- 
diaza e aJl' infuori dei punti singolari dei coefficienti ddV equazione sono tutti 
jnwft isolati. 

!4. Oneroazione. — Il teorema di P a i n I e v é non snssiste per le equazioni 
dilfereDZiali del prìra' ordino non algebriche. Un esempio semplicissimo lo mo- 
stra; l'equazione: 

dx 



bs, per integrale generale : 



ff = log'aj - C) 



il q&ale ha II ponto singolare logarìtmico mobile x = C. 

Ha ciò che importa sopratntto osservare è che ti teorema di Painlevé 
segna una notovolissima diSercnza fra le equazioni difforenzjali del prim' ordine 
algebriche e le equazioni differenziali algebriche di ordine supcriore non lineari', 
anzi fra le equazioni differonziall del prim' ordine algebriclio e i sistemi d'equa- 
zÌodì differeuziali simultanee algebriche e del prim' ordine non lineari, inqoan- 
tochè per questi, quindi anche per le equazioni differenziali algebricbe d'ordiue 
superiore non lineari, il teorema di Painlevé non è vero. 

L'integrale generalo delle equazioni differenziali algebriche non lineari di 
online superiore ni primo può possedere singolarità trascendenti di qualsiasi na- 
tura mobili, spostantisi cioè col variare delle costanti d' integrazione. Esempi 
Mmplicissimi lo confermano : 

L'integrale generale dell' equazione differenziale algebrica dui 2° ordine : 



yy" 



^fì 



"ì"^ ha il ponto singolare essenziale isolato mobile x =t e,. 
Integrale generale dell'equazione differenziale dei 2" ordine: 
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che ha il punto singotiiro essenziale e critico a: = c^, qniiiili mobile. 

Si possono pure duro osi^mpi di oiiunzioni differenziali d'ordine superiore il 
cui ìiite;;i'iile possiede Hncc singolari essenziali mobili e anclie arce lacunari mo- 
bili (cioè linee singolari essenziali cliìiise mobili). Specialmente la possibile esi- 
stenza di singolariiA trascondenti mobili dell' integrale generale di un' ei[aaziono 
differenziale , le cpinli non sono messe in evidenza dall' cf|Uazione differenziala 
stessa, e della cui esistenza e del cui carattere nulla si può diro a priori costi- 
tuisce nna dello più gravi dilUcollà clic si presentino nella teoria analitica delle 
equazioni differenziali. In vitlù dc-l teorema di Pai n le ve lo studio delle que- 
Biionì relative alle equazioni differenziali algebrielie del prim' ordine è assai fa- 
cilitato, come del resto avremo occasione di riconoscere: in ciò sta la sua im- 
portanza capitale. Per lungo tempo questo teorema b sluto implicitamente am- 
messo, come si riscontra ad esempio nella classica dimostrazione di B.riot e 
Bouquet delia uniformità della ftinzione cltittica y = Bnx; ciò non era natu- 
ralmente legittimo e il fatto osservato , che l' integrale generale delle equazioni 
differenziali d'ordine superiore può possedere singolarità trascendenti mobili, 
rendeva assolutamente indispensnbile una rigorosa dimostrazione e questa fu 
data dal P a in 1 e v é ('). 

25. Se l'equazione E) ammette soluzioni singolari questo sono radici dcl- 
t'equnzione discrìmiimnte THx , y) =0, quindi non hanno punti singolari fuori 
dei punti ì , tuli' ai più potrebbero avere dei poli. 

Le singolarìiji algebriche deli' integrale generale possono essere mobili, anzi 
lo saranno in generale: risulta infatti dal capitolo precedente che ogni punto a;^ 
dei piano (x) distinto dai punti | può essere punto critico aigebrico o polo per 
un numero finito di integrali della E) all' infuori dei quali tutti gli integrali 
della E, sono regolari in x^ non potendo avere in x^ una singolarità Irasccn- 
deiiie. 

Se si e.ieguisce la continuazione analitica di un integrale lUx — '-r^) lutilo 
un caunnina L ebe ritorna in x^ senza incontrare nò punti ; , nò punti singo- 
lari e tale che nell' arca sempliceinenic connessa die racchiude non cadano punti 
I si può giungere in Xo con un altro elemento: allora coltamente entro l'area 
racchiusa da L cadrà almeno un punto critico algebrico di quell' Integrale ; se 
X 6 questo punto, u-i valore dell' integrale in x sarà necessariamente radice di 
una di entrambe lo equazioni !\^(x , y) - , D \x , y) = 0. Cambiaiid) con 
continuità ì valori iniziali in x^ sì prevede elio i punti critici algebrici dell' in- 
tegrale interni all'area racchiusa da L, che eertt) non possono rimanere Hssi 
(potrebbero tutt' al più rimaner fissi per un numero Unito di integrali^ si sposte- 
ranno con continuità e potranno anche uscire da quell'area. 



(') 1*. Paia leve, Sur les lignod siagnlièrest dea fonctioi 
nales de la fueiilté lìea Scieuces de Tuuiouse, 1888). 
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CAPITOLO IV. 

Teorema di Painlevé sull'integrale generale di un'equazione differen- 
ziale del prìm' ordine algebrica considerato come funzione della co- 
stante. 

26. Riprendiamo tli nuovo l'equazione difTcrcnzìnlc : 

E, !■(,,, „,^)=0. 

Sia Xo un pnnto arbitrario dtil piano ce, ma fisso o distinto dai punti § ; si 
consideri la relazione algebrica di grado m In y'„: 

R} f(Ìo , yo ■ y'o) = o 

e si pensi la relativa superficie di Riemann uà m fogli, ehe tndiclicrcmo con 
E. SoUa R ai prenda arbìti'arinmciuc un punto ()/a , y'^} o, distanza finita. In ge- 
nerale esiste nn solo Integrale delia E) che per ■x = Xf, prende il valore i/o e la 
sna derivata il valore y'^; questo Integrale lo diremo corrispondente al ponto 
analìtico (i/g , y\)- Ma in casi eccezionali (in numero flnìlo) e cioè qaando j/'o eia 
radice multipla vf possono essere più integrali della E) che per w^Xf, pren- 
dono il valore j/o ^ le loi'o derivate il valore y „ : ognuno di questi integrali , rife- 
rendoci al capitolo II, soddisfa un' equazione difforenzìale del tipo (per sempli- 
cità posatamo sopporre x^ distinto dni poli delle i',x) e dagli zen delle funzioni 
'o di cui s'è detto nl-§ 17): 



dx ^ ^^'"^ + ffo (y - 1 w) +3,{y- r,[x)) 



(love «>l jfcsO, e se k < o non figura l{x) nel 'io membro. Fra queste varie 
^nazioni ana e una sola ò tale clic so in essa si fa w=^Xo, e si pone 

T^'Vi) ^ y = Vo) s' ottiene lo sviluppo in serie che rappresenla la fun-' 

lione analitica ?/'o(t/o) definita dalla R) nell'intorno del punto (j/oiT/'o) della 
r'cnianniana R: qbesla equazione la diremo corrispondente ni punto iinnlitico 
'SuiW'o) e il suo integralo pai-ticolare cheperi = Xo prende il valore y,, Io di- 
remo eoiTlspon dento al punto stesso. 

Allora a qualsiasi punto a distanza finita della R corrisponde nn determinato 
integrale particolare della E) ed ano solo ; so si fa variare il punto (y^ , y'^) 
mila K in modo da ricoprirla una eoi volta, salvo ali'a>, e si considerano i cor- 
riepondenti integrali particolari della E) si ottengono tutti gli integrali partlco- 
lari della E), nessuno escluso, salvo quelli che in x^ diventano infiniti, che sono 
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In nnmero flniio, se pare esistono, e salvo le soluzioni singolari della E), se ne 
ammette; se infatti un integrale della E) diverso da questi non si fosse ottennio 
esso dovrebbe essere Indotcrminato in x^ e ciò è impossibile (§ 32). La costante 
arbitraria d'integrazione da cui dipendono questi inlegrali è manifestamente y^. 

27. Si eseguiscnno nel piano {x) dei tagli in modo da impedire alla varia- 
bile indipendente x dì girare attorno ai punti \ e alle lince o aree ohe essi , e 
precisamente i punti singolari della a(je), possono formare; si escludano poi dal 
piano (x) tutti i punti ^ ; il campo di variabilità della X che per tal modo si ot- 
tiene lo indichiamo con T. Si determini Infine per ogni Tanzione a{x) non uni- 
forme il ramo mcnodromo che «1 vuole. Il punio Xg sia fuori dei tagli, cii>è ap- 
partenga al campo T. 

Si definisca la funzione à\ x ^ del punto analitico (tOg , tu'g) 

Iti = ({«((e , Wfl , w'o , a;,) 
analoga alla y = ^\x , y^ , y'^ , x^ : finché y^ non è né nullo né infinito si ha : 



V^x , w„ , w'o , xj 

(Vo ) ^'u) t ("*• > ''''o)< essendo punti analitici corrispondenti: ora dove ]a 
^W I ffo ' ?a f')^) 'lO'i ^ defluita, cioè all'» delta R, 6 natarale definirla pren- 
dendo come suoi valoi-i in Un punto oell' intorno dell'» della K, i valori della 
1 

' nel punto corrispondente della R, , il quale cadr& nelt' Ìd- 



^\x , (Og , u'e , Xg) 

torno dell'origine della R, Stessa: cosi la t> rappresenta t'integrale generale della 
E) anche nell'intorno dell'oo della R, 

Ci proponiamo di dimostrare che : 

La funzione y = il>(x , y^ , y', , yj è su tutta la superficie dì Rìemann B. 
una funzione analitica del punto analitico (y^ , y'„) la quale non può pretentare 
che singolarità algebriche, qualsiasi x nel campo T. 

In altre parole, siccome y'o è funzione algebrica di y^: 

L'integrale generale dell'equazione E) 

y = *(x , yo , y'o(y(,) , x^) = (p(x , y, , x^ 

è una funzione analitica della costante arbitraria d'integraeione y^ , che tn tutta 
il piano (y^) a distanza finita o infinita presenta soltanto singolarità algebriche, 
qualsiasi x nel campo T. 

28. Ecco in breve il procedimento che terremo per dimostrare il teorema 
BOpraenunciato. 

Sia w un qualsiasi punto del campo T, Sulla E si consideri un qnalsivogtia 
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pnnio (yo, j/'o)- Preso comnnqjae (j/o i y'«) oell' Intorno di \j/o, y'o) 8i vada da 
X, a ic lungo nn cammino L che resti costantemente entro il campo T. Se qual- 
siasi (j/o , ^'o) nelllntomo di (y, , y'o), il cammino L non Incontra pnntl critici 
dell'integrale corrispondente al ponto (jro , y'n\ <^lo^ ponti critici mobili, si giunge 
ìd X Con un determinato valore della y = 4>(a; , y^ , y'^ , av, ai ha cioè an sol 
valore di questa funzione nell'intorno di \j/^ , y'^) ; ae invece L incontra pnntl 
critici mobili <il primo potrebbe essere Xg steaso) e al di Ift di ogni pnnto critico 
si riprende il cammino L con ano qualsiasi dei valori dell' integrale eorrispoH' 
dente si punto (jrg , y'J, che si permutano attorno al punto critico stesso, si può 
ginogere in a con differenti valori della funzione y = ^{cB , y^ , y'^ , fEg) a se- 
conda dei valori che si scelgono al di là dei punti critici che s'incontrano; al 
posBODo avere cioè più valori della jf = 4(a;, y^, y'o,aSoJ nell'Intorno di iygjj/'o), 
ma evidentemente on numero finito. 

Orbene dimostreremo che quando si vada da Xo a :>! ) su L , la funzione 
y = ^\ùs , y^ , j/'g , 3Bg), qualsiasi se su L e anche per x = x , nell' intomo del 
paolo (y,, y\) della superficie di Riemann R ha carattere razionale o al- 
gebrico cioè si comporta : 

o come una fanzlone razionala del punto analitico (y«)y'o), osala è uni- 
forme, regolare o con soli poli; In questo caso 11 sno valore è rappresentabile 
da un quoziente di due polinomi In y'o di grado m — 1, I cui coefficienti sono 
rnnzioui analitiche regolari di y, nell' intorno di y^ ; 

o come una finzione algebrica del punto analitico (y, , y\), vale a dire 
non è uniforme, ma ba un numero finito di valori e può aver solo singolarità 
algebriche (poli e punti critici algebrici) ; in questo caso i suoi valori verlHcano 
noa relazione algebrica in y con coefficienti, che sono (qualsiasi w su L) fìin- 
Eioni analitiche regolari di (j/, , y'^) nell' intorno di (yo , y',) ; questa relazione 
algebrica potendo essere anche riducibile. 

Resterà cosi stabilito che II valore o i valori della y = 9>\x , y^ , y'o , x^) 
coi quali si giungo In a; partendo da aio ° restando su L dipendono analitica- 
mente dal ponto analitico (y, , y',) e nell'intorno di (yg , y',) possono presentare 
eoltanto alngolarità algebriche. 

Siccome 11 cammino L che va da a;, e a; è preao ad arbitrio nel campo T 
e Biccome deformando L io tutti i modi possibili restando in Y, si giunge in 
X con tatti 1 valori della y = ^{a: , yg , y'g , Xo), cosi resterà stabilito che tutti 
questi valori dipendono analiticamente dal punto analitico (^o i fé) ^ ti^^'''"*^'™' 
del punto (y^ , j/'o) possono presentare soltanto singolarità algebriche; ossia re- 
sterà stabilito che la y = o(x , yg , y'g , «Tg) è funzione analitica del punto ana- 
litico (y, , j/'o) (ohe potrà avere anche infiniti valori), che nell'intorno di (yg , y'g) 
non può presentare che singolarità algebriche. 

Ad esprimere che una ftinzione di ona o più variabili ha carattere razio- 
ule algebrico nell'intorno di certi valori delle variabili useremo una sola pa- 
rola, diremo cioè che la funzione è algabroide in quell'intorno. 
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29.- Il punro analitico (p^, j/'J sia per ora a disrapza Anita, 
Se y', è radice eempHen finita o ìnllalta della f(jg^., ^, y',)=0 si sn die 
per (ir, p, n') nell'Intorno di (x,, , ?„, y'o) l'equazione differenziale E) oqnÌTale 



a nn'cqaazione 

1) 



\^« 1 ff(^) e se in quest'equazione si fa x -= Xg e si pone y = !/» , -j- = If'o bI ot- 
tiene lo svilappo che rappresenta la funzione j/Vv») definita dalla R) neH'ir.torno 

del pnnto (^g , y'a); l'equazione 1} la diremo corrispondente al punto (y, , y', ) 
della S. 

Ora rintef;rale generale della I)^ p-j/i,^ , y^ , Xo) d una funzione alge- 
broldo di a, Vo j per x nell'intorno di Xg o per y^ nell' intorno di ^^ (I, §§ 2, 5) 
Un la funzione y\x, yo , x„) per y,, nell' intorno di y^ rappresenta la y = ^w , 
Vb t y'o > ^q) por (y, , j/'b) nell'intorno del punto \y„ , y'„ ) della R, qualsiasi m \ 
onde la funzione y = 4>(x , y^ , y'^ , X^) è algebroide per x nell' intorno di Xg 
e per (i/o , y'^ nell'intorno di (y„ , y,). 

Si consideri uh qualsivoglia punto (j/q , y\) a distanza finita della saperflcio 
di Rieroann R; sia y{x) l'integralo dellO' E) corrispondente a quel ponto; 
In generale j/(x) è regolare in ir, ; si vada da x^ a un qualsivoglia punto x di 
T sa di un cammino L contonuto nel campo T senza incontrare ponti singolari 
di y[a) salvo x; si giunge cosi a nn determinato valore di y(j;') fluito o infinito 
il quale cambierJi so si deforma L, sempre restando in T, in modo da attraver- 
sare un punto critico algebrico di y{x), mobile rispetto l'Integrale generalo. 

Deformando L in tutti i modi possibili entro il campo Tsl ginnge in x con 
tatti i valori dell'Integrale y(oi), clie si permutano attorno i punii critici di y{x) 
distinti dai punti %, ossia attorno i punti crìtici mobili dell'Integrate generale e 
soltanto con quel valori, che possono essere infiniti. Lo stesso dicasi se y{x) ha 

In x„ un punto critico algebrico, purché si parta successivamente da a^ con 
tutti i valori che si permatano attorno ir, stesso. È chiaro che i valori di yfjc) 
• coi quali si giunge in x cambieranno in generale se si cambiano a; e il ponto 
(i/o > P'o) della R. 

Abbiamo cosi definita una funzione di x in T o del ponto analitico (y^ , y'J 
a distanza finita nella R, i cui valori sono tutti e soli i diversi valori dell'inte- 
grale y[x) corrispondente al punto (y^ , y'a\ pennut^bili attorno i ponti critici 
mobili, cioè distinti dai ponti j£, Qoesta funzione è in sostanza l'integralo gene- 
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mie della E) (*) ; indicbiamoU con 

Per definire questa fanzione anche nell'intorno dell' «o dellu R si consideri 
l'equazione differenziale trasronuata di E) mediante la po^sizioiie 



« sia deBBE 

Si consideri la relazione alf[ebrica di grado m io tu', 

e la relativa saperflcio di R I e m a n q R, , la quale corriaponde blrazloualmente, 
qmndi bianivocamente, alla B, in yirtù delle 



Se y\ è radico multipla flniU o infinita della f(<Co > Va > y'.ù=^ b> consideri 
l'eqnasioQe differenziale corrispondente al punto (j/, , y'^ (§ 26) 

dv *. 5±i- 

■*' te = ' <"'* + »•(» - 'W)' +»■("- ''<'"') ' + • • • 

<l>»t«Sl, l:a;OeBeS<0 mane» «a;). Ponendo 



'* 2) divenla 
3) 



dt 



dote Q(ar, t) o -r è regolare per x—X^ ,t-0, e se -— = — r = non è ■ 



(') Essa rappresenta tatti i valori degl'integrali anche quelli the si otteogoi 
gifando attorno i punti %. 
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per6 -7:= — r ^ ; onde (I, §§ 2, 3) l'integraie generale dell'equazione difieren- 

siale 3), t = t{w,tf ,Xa) b nna f&oziooe Ai x,t^ ,Wi,, algebroide per (x, t„ , a^) 
neirinloroo di \Xg , , x^}. 

Fercl6 l'integrale generale della 2) 

ff = y(a: . ff, , SBo) = )](x) + lf[<r , (vo - ijdr,))" , a3<,]|' 

è manifestamente fnnzione algebrolde di X ,j/q ,10^ per x , y^ , ftp noli' intorno 
rispettivamente di x^,, j/q, tr,,. In particolare y = j/{a , y^ , x^ è funzione alge- 
brolde per x, y^ rispettivamente nell'intorno di a^, y«; ma per y, nell'intorno 
di y^ 1 essa rappresenta, qualsiasi x, la (unzione y = 0(x , yi, , y\ , aj neir in- 
tomo del punto (^g , j/'g ) della B ; perciò la funziono y = <bi.x , y, , y'^ , ac.) è 
algebroide per x nell' Intorno di Xo e per (^0 1 y'a) salta R nell'intorno di 

La funzione y ■— 9\x , yo , y't, , Xn) è dunque algebroide per X nell' intorno 
di Xq e per {ya , y'.,) nell'intorno di ogni ponto della B sovrapposto al punto y^ 
del piano y^ ; quindi l'Integrale generalo della E), y = <i(x , y^ , Xq) è funziono 
Mgebroide per x nell'interno di o^ e per y, nell'intorno di^g; anzi per qtiando 
occorra saperlo la funzione y = f(a} , y^ , Xq) b algubroide per x , y„ ,Xo rispet- 
tivamente neir intomo ài x,, y^, Xf 

Ora resta a vedersi che la proprietà della fnnzione y=<b(x , y, , y'^ , r,) di 
essere algebroide nell'intorno del pnnto analitico (^q, y'^) quando ir sia nell'in- 
torno difTg, si conserva allorché x si allontana da iCg sa un cammino L qual- 
siasi che, rimanendo nel campo T, va al pnnto x, che è qualunque In T a di- 
stanza fluita ; precisamente si conserva per 33 = x. 

30. Sopponiamo infatti che m allontanandosi da x^ su L si giunga ad un 
punto a di L tale che la fnnzione y = ^{x , yo > t/'o , Xt,} cessi, di essere alge- 
broide per X nell'intorno di a e per (y, , y'g) nell'intorno di (yg 1 y'»)\ *** dò che 
è lo stesso, l'integrale y = y{x , y^ , Wo) dell' equazione differenziale corrispon- 
dente al ponto (^« , y'o), non sia algebroide per x nell'intorno di a e per y^ nel- 
l' intomo di yo; il tratto del cammino L compreso fVa x^ oda avr& certamente 
nna lunghezza assegnabile maggiore di zero; se x, è un qualsivoglia ponto di 
questo tratto, distinto dal pnnto a, la funzione y = y{_x , j/o ■ x«) b algebroide per 
X nell'intorno di a, e per y^ nell'intomo di y,. 
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Consldenamo l'inteerrale particolare corrispondente al punto (y^ , y'^ , cioè 

y ~ y\^ I Vo ' '^0/ i partendo da Xq ai consideri in ogni punto a; di L II valore 
di quest'integrale; qaando s'incontri an punto critico, e il primo ad incontrarei 
potrebbe essere x^ stesso, al di là del punto critico si consideri nno qualsiasi 
dei valori che ivi si permutano. In tal modo si defluisce una fanzione del punti 
dì L ovunque determinata (III, § 22), continua, derlTablio, a un valore i sce- 
gliendo in tatti i modi possibili, Il valore dell'integrale f = ylo; , ^o, Xq) aldilà ' 
dei punti critici, se ne possono definirò altre, però in numero finito. Di queste a 
Doi Interessano quelle che sono distinte nell' intomo del punto a. Una qualsiasi 
dì esse indichiamola con x{x)- Sia ■i(a) = b. indichiamo con ^ il valore iniziale 
dell'integrale della E) nell'intorno del punto a; = a ; sia a il punto x dell'Intorno 
di a noi quale si considera il valore iniziale ^. L' integrale generale dell'equazione 
E) s = <fi(x, ^, a), b una funzione algebroido di x, ^, a nell' intorno rispettivamente 
di X = tt, ^ = b, tt = a [§ 29) ; a\i> b vero anche ae & è Infinito, perchè l'integrale 

^aerale della trasformata di E) mediante la y = — è funzione algebrolde di 
X, -T-, a. nell'Intorno rispettivamente di a, a. Ammettiamo aenz'alb'o cbe b sia 
Bnìto ; la trasformazione mediante y = — permnUerà di estendere ciò ohe diremo 

■1 caso di 6 = 00 . Supponiamo che y = y,(a!, p, a) sia algebrolde per x In (a, r) 
per p in {b, p), per a in (a, r). 

Per a = a, p = ^ abbastanza prossimi rispettivamente ad a, 6 , la funzione 

y = ?i (aJ, P, a) è algebroido per w, p rìspetlivamente in cerclii di centri a e p 
e raggi non inferiori a quantità assegnabili, fisse, cioè Indipendenti dalla scelta 

dia , pi Cosi ad esempio per a qualunque in (a, — 1, p pure qualunque in 
V' j) '" J'=''^^' ^' "^ * algebrolde per x in (^,-pj « per P in (Tj^) alme- 
no. Fissiamo a su L fra x^ ed a distìnto da a, entro il cerchio (a, t-) abba- 
stanza prossimo ad a perchè /(ot) che indicheremo con p risulti abbastanzapros- 
simo a *; per es. cada in (b, ~). L'integrale y = j/(a;, j/^, oc,) è funzione alge- 
broido per X in un Intorno di a escludente a e per t/a ii'^H' Intorno di ^o i P^^" ^ 
qualsiasi lungo L fino ad a escluso e per j/^ vicinisaimo a y^ , 1 valori di 
!/\X) i/o , s^o) sono vicinissimi ai valori di y\x , yo , Xo) i cioè ogni valore di 
y\x, y, , Xd) è vicinissimo al valore dì una delle varie funzioni xi^)- Conside- 
riamo il valore o i valori della funzione y=:y\x, Sfg , Xg) cbe per X nell' in- 
lorno di a e per y^ nell'intorno di y^ cadono nell'intorno di )^(a) = p e indi- 
chiamoli con yix , yQ, tcj ; è y{a , y^ , a,) - ^■ 
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La faDzIonc y\x , g„, cCa) è algebroide per w in nu intorno di a , esclu- 
dente a e per yg nell'iatorno di y^. La fanzione !/\a, y^ , x^ è algebroìde per 
j/g ncll'intoruo di I/o, e se quest'intorno è abbastanza piccolo 11 suo valore o i 
suoi valori cadranno nel cercbìo (^ , -^\ '■, co nsof; uè n temente la fanzione 

y — i^\x , yvi . j/o , Xo) , aJ è algebroide per x in f a , — ) e per j/o nell'intorno 
di y^. Ma evidentemente i valori della funzione y\x, j/g, Xo) sono valori della 
funzione y= <fX^ > f^'' > Va > ^of • ^^ perchfe questa, rappresenta lutti gli inte- 
grali della B) die nel punto x=a hanno il valore yW , y,, , x^); quindi rap- 
presenta ancbe l' integrale y\.sc , j/q , Xq'- AMoni la funzione y\X , yo > ^o) ^ ^'' 
gebroide per y^ nell'intorno di jo « pc a: in (a , -— 1 , quindi per ce In 

(^1 "^ )i contro 11 supposto ; e a questa conclusione si giunge qualsiasi la f{x) 
che si considera. 

Dunque \a. y = j/(x , j/g , mj non può cessare lungo L per x=a, quindi nem- 
meno per X = X, di essere algebroide per y^ nell'intorno di y, ; ossia andando 
da Xo a X sa L la funzione y - <t(x , y^ , y'o , oo^) è algebroide per (y^ i v'o) Del- 
l' Intorno di (jo. y'J- 

Per quanto s'è già detto al § 28 la funzione y = ^{x , y^ , y'o , Xo) è fun- 
zione analitica del punto analitico {yo , y'o) nell'intorno di(yo, y'o) ed essa non 
può presentare in tale intorno che siagolnrità algebriche (potendo però non es- 
sere algebroide, cioè avera ìnltnlti valori). 

Già 6 vero ancbe se il punto (jigi ì''o) è a distanza infinita sulla B, perchè 

la funzione w = ^(x , w,, , w'o , Xo), per conseguenza la y= 1^ , è 

«Kit , Wo , u'o , xj 
funzione analitica del punto analitico (wo , u'o) della R, nell'intorno del punto 
(o, »i»'o) corrispondente al punto (so, y'o) della R, e può presentare in tale in- 
torno soltanto singolariià algebriche qualsiasi x purché distinto dai punti g. 
Il teorema enunciato al § 27 è dunque stabilito ('). 



(') Questo leoreina come quello dei §§ 2, 5 dei quali il teorema del § 27 ò 
conseguenza, sono doviiti al Pai u le ve (Le9ons de Stockbolni). Noi abbiamo mo- 
dificate in parte, sviluppate, rese chiare e rigorose le rudimentali dimostrazioni che 
ne dà il P a i n 1 e V é. 
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31. OssKBVAziOHB 1.*— Se la funzione y = ^\x , yo , y'o , Xf,) prende sa tntta 
I& sapertele di Riemaun R an numero fìniio di valori essa è una funzione 
algebrica dei punto analitico (y^ , y'o) del)a R; l'integrale generale della E} 
y = ^{x , yo , Xo) prende pure un numero Anito di valori in tutto il piano y^, 
ed è una funzione algebrica della costante yo. So in particolare ÌRy = 9(3D,yo, 

V'tt^) ^ uniforme su tutta la superficie di Bi e mano K essaèallorafanzions 

razionale del punto analitico (j^o > y'o)'-, l'Integrale generale della E) y=^\a!, yo i xo) 
è funzione algebrica ad ni valori della costante yo di integrazione, e precisa- 
mente appartiene al corpo algebrico definito dntla Fla^a , yo , ^'o/=0; in tal caso 
l'fntegrale della E) ha i panti critici fissi, e viceversa. 

Osservazione 2.^ - Conseguenza immediata del teorema ora dimostrato è die 
le singolarità mobili dell' integrale generale delta E) sì spostano con continuila 
eoi variare continuo dei valori iniziali (y^ , y'o) sulla Riemanniana R. E infatti 

la ff = *w,yoiff'oj ^o) è funzione continua del ponto analitico (y^ , y V i ^^' 
sato un punto (j/g , y\) sulla K essa rappresenta l'integrale particolare corrispon- 
dente al punto (y, , ^'g), noi campo T; variando con continuità (^o > l/o) sulla R 
ì valori dell'integrale corrispondente qualsiasi a in T variano con continuiti, 
quindi i punti critici e i poli dell' integrale clic cadono in T, che non possono 
rimaner fissi, si sposteranno con continaìtA e ricopriranno almeno una volta il 
campo T ; a mono che nessun integrale non ammetta punti singolari nel campo T. 

Osservazione 3,* - Il teorema del § 27 non b vero per Io equazioni diffe- 
renziali del prim'ordinc non algebriche. Cosi ad esempio l'equazione 



ha per integrale generale 

y = logfic - c) = logfa; - ai^ + es- > 

che, quale funzione delta costante d'intogr.izioiie e, ammette il ponto c=x come 
punto crìtico trascendente, qualsiasi x ; come funziono di ^^ Im il punto critico 
trascendente yo — log(ic - aJo). 

Il teorema stesso non vale poi per le equazioni differenziali algebriche di 
ordine superiore ai primo. Per esempio l'equazione 



4f 
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Il eni integrale 6 

j/ = e, e*^' 

ed esso rlgaardato conte ftinzione della costante r, ammette c^-sx come punto 
s ingoiata essenziale, qnalsisaì x (c, e e, sono poi ftinzioni dei valori iniziali)- 

Ciò 6 naturale, perchfe il teorema del § 27 è conseguenza del icorema del 
§ 22, il qnale, come si 6 osservato, non è vero né per lo equazioni differenziali 
del 1" ordine non algebrìcbo, nò per le equazioni differenziali algcbricho d'or- 
dino saperiorc. 

(Continua) 
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SULLA ' SKRIE DI lAGRANGE ' 



GUIDO SAOUN 



I. La serie di Lagrange ha nnn parte im por tantissima nell' Analisi, sia per 
la varietà delle applicazioni, come per la nioUeplicilft delle questioni che ad esea 
ai riferiscono più o meno diretramcnte. 

Wronacky, nella sua < Filosofia delle Matematiche >, pone la serie di 
Lagrange a riscontro con qnclla di Taylor in quanto che ciò che qnesta 
fa per le fnnzioni esplicite altrettanto quella fa per le implicite. L' una — egli 
dice— è il principio generatore delle quanlitft allorcliè sono date immediatamente, 
cioè, por mezzo delle loro funzioni, l'altra ft il principio generatore delle qaan- 
tìt& allorctiè sono date mediatamente, cioè, per mezzo delle loro equazioni. E sic- 
come, ai pQÒ dire, lo scopo piti visibilinenle perseguito nell'Analisi è appunto 
la trasformazione per mezzo di svilappl ftnlti o infinili delle quantità , cosi la 
serie di Jjagrange, indipendentcmenic dai grandi servizi che rende nella 
Isolazione delle equazioni trnacendeaii , rappresenta, di per s6 stessa, un ente 
matematico, fVa 1 principali, nella Teorica delle funzioni. 

Tra i maggiori che si occuparono della serie di Lagrange, notiamo: 
Lagrange ('), Laplace {*), Cauchy (*), BQhrmann, Paul da Boia 



(1) Uém. de l'Académie de Berlin t. 24, 1768. 

(*) Uéo. celeste; lìvre ll^ae 1798-99. 

O UétD. da l'Acad. de France t. Vili", an. 1829.— Coroptes rendua, pagg. 490- 
SOl, an. 1840; e pagg. 304-319, an. 1852.— Ezercicea de l'Analyse et de Phiaique 
math. t. Il"», 

VOL. XUV. , la 
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Eeyniond, Ohio ('), Picard ('), Serret ('), Uonché (*), Nekras- 
soff (6). 

2. Lagi-nngo, nella sua memoria « NonvtUe méthode pour réaoudre le» 
é^ations Utteralea par le moyen de aérieB » ('j dimostra che una radice C del- 
reqaazione in e : 

(1) z = u+ tf{z) 

si può Bvilappare nella serie: 

(2, <.^uum,^^ lv^u)T + ... + -£- ^ „„)].+... 

e, pib generalmente, cbe nna funzione qualunque, 4»(c) , della medesima radice, 
si può sviluppare nell'altra : 

(KO-tM+in»)»»)*^ ^(«■(<«rt«)'l+ ••• + f72r» ^ [«'WA")"!* ■••■ 

Egli applicò la stia sede al problema diEcpler(')e Laplace dette 
con e^sa ti raggio vettore dell' orbita di un pianeta espresso per una serie che 
procede secondo le potenze dell'eccentricitù. 

Jacob!, ponendo nella (1): 

deduce, dallo sviluppo di Lagrangc, la nota eaprcsBÌone : 
_ 1 d"(«*-ir 



dei polinomi X„ di L e g e n d r e (^j. 



('} Mém. des Savants Étrangères, t. XII, an. 1854. - Atti della B. Acc. di 
Scienze di Torino, voi. XII, an. 1872. 

(*) Nouvelles Aunalea de Math. t. XIII, an. 1874. 
. (') Cslcul différentiel. 

(*) Journal de l'École Polytec. cahyer 39, t. 22, an. 1862. 

(•) MaTEMATN, TBOKTN, COOPHNKZ XII. MOCKBA, 1885. 

l») Vedi Nota ('), § 1. 

(') Cfr. Hermite. Coura d'Analyro, 1877. 

(*) Data l'equazione (in z) : 
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3. Lo stadio della serie di Lagrange abbraccia due ponti differenti se- 
condo che ai cercano le condizioni di convergenza, oppare i criteri atti a distin- 
guere la radice che essa rappresenta. 

DI ambedue le questioni si occupò Lagrango in ana saa memoria ('). Il 
eriisrio di convergenza che egli stabilisce si riferisce al caso in cui il parame- 
tro u e la funziono f(z) sono reali, ma i ragionamenti non sono rigorosi e solo 
potrebbero valere in casi molto particolari; per ciò che riguarda la seconda que- 
stione, Lagrnnge afTerma che )it radice della (1) che si sviluppa nella serio che 
porlA il suo nome 6 quella di modulo minimo, ma anche qui la dimostrazione 
non 6 rigorosa e il teorema non è affatto vero. Tale teorema fa causa di ana 
vivacissima polemica (*} fra due matematici italiani, il Cfaiò eìlMenabrea, 



UM m% radice C si sviluppa nella serie : 

m , ' / 1 ,> ^* 1 d{u}-\)* C 1 d"-'(B*-l)'* 

J [2 2 du L2 2" du" ' 

Indicando con s, e «, le due radici della (1) si ha ; 



a si ha pure C = *i , perchè per t = 0, deve essere £ = u. 
Inoltre, tenendo conto della seconda delle (III), si ha: 



e differcDEiando la (li) rispetto ad u : 

•il - 2i« + e a du Ina" du" 

I coefiBcieuti delle potenze di t non sono altro che i polinomi X di L e- 
g e d r e. 

(') Lagrange. Tratte de la résolution des éqnatìons numeriques de tous les 
dégrés. Nota XI, pag. 223. 

l*) Felice Ohio. " Bicerche sopra la serie di Lagrange „. (Antologìa 
italiana, an. I, voi. I, pag. 353. Torino, 1646). 

L. F. M e n a b r e a. " Relazione sur una memoria di C h i 6 intorno alla serie 
di Lagrang6„ letta nella seduta del 2 luglio 1843 della E. A. di Scienze di 
Torino (Aut. ìt. voi. 2", pag. 79. Torino, 1847). 

F. Chiò. Messaggere Torinese, 20 marzo 1847. Atti dell'Ottava rinuione degli 
scenziati italiani tenuta in Genova dal 14 al 29 settembre 1846 (Genova 1847 
pag. 257). 

L. F. Menabres. Memorie della R. A. di Scienze dì Torino, serie 2», vo- 
lami Vili e X. Imprìmerie royale 1844-47, pagg. 3-40. 
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il primo oppugnatore o l'altro Bostenltore del risultato di La^rrango; e la 
polemica ebbe termÌGe qaando il Chiò potè far ptibblicare dall'Accademia di 
Francia tina sua memoria (') (che non era stata accettata dall'Accademia delle 
Scienze di Torino in seguito al rapporto sfavorevole della commissione incari- 
cata di esaminarla— relatore M e n a b r e a—) in cui, in modo rigoroso, mostrava 
la falsità del risultalo di Lagrange. Altra polemica suscitò, in seguito, la me- 
moria di Cliiò, frn Oenocolii e Uenabrea (* . 

Oancliy o Koiiché trattando la questione della convergenza della serie 
di Lagrauge pervennero, per vie diverse, a identiclie conclusioni le quali pot^ 
non sono esatte che sotto certe condizioni restrittive sfuggito allo loro conside- 
razioni. A Nekrassoff spetta il inorilo di aver portato su questo punto della 
teoria i migliori contributi, giacché, con la distinzione da lui fatta fra < moduli 
l>rtHcii)ali critici » e « no» critici » i risultati ottenuti da Cane 11 y eBoucbé 
vengono completati e posti fuori da ogni ot>ieztone. 

§2- 

Serie di Lagrange — Primo criterio di convergenza. 

4. Ija formola di Lagrange liw per iscopa dì ottenere una delle radici 
dell'equazione (in z) della forma: 

(l) e ~ u- tf(z) r- 

sviluppata in serie di potenze di t, essendo u e ( due paranieiii e f\z) una fun- 
zione analitica di z. 

Immaginando attribuito ad u un valore particolare nel quale la Ae) sia re- 
golaref il primo membro della (ij b una funzione di s e d) t, <t>(z, t) ebo si an- 
nulla per s = « e ( = 0; ed essendo: 

C-^) +0. 

per ogni valore di t, sufficiente prossimo a zero, la (1) ha una sola radice i 
prossima ad u e svilappabilo nell'intorno di (=0, nella serie; ('J 



(') Cfr. Memorie citate nota \*), § 1. 

(*) Atti della R. A. di Scienze di Toiioo, voi. 8, an. 1872-73. 

Bnllettino del Boncompagui, voi. V, an. 1872 (pagg. 301-305 e 535-542,; 
voi. IV, an. 1871 (pagg. 381-400); voi. VI, an. 1873 {pagg. 435-442 e 530-532 e 
153-158). 

Gomptes rendus, t. 77, an, 1873. 

(') Bianchi. Funz. di variab. comp, § 75. Pisa 1901. 
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in cai: 

dove l'indice o indica ctie bì deve [.rendere il valore della derivala per ( = 



rlvata che contrasee^innio coi segni delle derivazioni parziali perchè, venen<ìo 
la funzione ( a dipendere anche da u, avnmo ila considerare ancora derivazioni 
rispetto a questo parametro. 

Indicbiamo con F(0 una funzione analitica ili , regolnre in !; = u, sviluppa- 
bile, cioè, nell'intorno di u, in mia serie di potenze di £ — u: 



r(0 = S«.(t-»r 



Se t 6 prossimo a zero, { sarft, per cif> che sappiamo, prossima a u e si 
potrà, trovare un intorno di (=0, per esempio il cerchio ài raggio s, nel quale sia: 

IC-»I<» 

essendo o una quantità piccola a piacere. Entro il corciiio di raggio e, C — u è 
sviluppabile in una serie di potenze di t; quindi, entro tale cerchio, i termini 
della serie (3), che è convergente in egual grado, sono fanzioni Snìie, continue 
e monodromc dì t, i-egolarì per t = e F(0 6 eviluppabìle in una serie di po- 
tenze di t della forma: 

dove : 

\ at'' \ 

è il valore per ( = della derivata n"" rispetto a t di ciò che diventa F{0 
qnaudo per Z, si ponga la serie (2). 
Dalla (1) ai deduce : 



1^=1 + '/■(.) ^ 
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da cui: 

W 
e di qui, intanlo: 

(■') 

Essendo : 

avremo, per la (5; : 

SF tP 

<«> w = ^-«* 

Si ila pure, per qneata e per la (5) : 

« per la (6) : 

• ■F 8/_„,fF\ 

E in generalo : 

come si prova facilmente deducondo da n a n f 1. 

Facciamo nella (7), t =0; ricordando che pert ^ è C = « e osservando 
elle per l'indipendenza di f^ e u è lecito fiire, nel secondo membro della (7), t=0 
prima della derivazione riepeito a u, avremo : 



(If), = 8u--(''"«^'(»» 



essendo P\u) il valore della derivata di T(i) rispetto a C, per i = u. 
Si ha cosi : 

P(0 = t'(«) + ii j^- 9^A {/■"(") F'(«)) 

che à la fonuola di Lagrange nella sua forma più generale (')■ 



(') Più generalmente, considerando in luogo della (1), l'equazione : 
(!) X = *(,. + (A«)) 

li pnù sviluppare una funzione <f(l) di una sua radice S in serie ordinata secondo 
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Se in particolare : 

i\i) = C , 
oitcrremo la forinola : 

che dJL lo STilnppo di nna delle radici della (I) in una serie ordinata secondo 
le potenze intere e positive di't. 

5. Ci propDDiamo ora di trovare nn primo e semplice criterio di convergenza 
delJA Berle di Lagrange. 

Abbiamo gi& osservato, ai n. 4, ohe per ogni valore di t safflcientemcnte 
prossimo a zero , 1' equazione (I) ha nna radice { prosgima ad u Bviliippabilc 
neir intomo di / = 0, nella serie : 

C = P(i) = K + o,( + a,(» + 

Indichiamo con «„ nna radice qualunque dell'equazione : 

e immaginiamo che, nella (1), al parametro u sia attribuito un valore tanto prog- 
tiMo a u„ , che, descrivendo nel piano z col centro in z = k un cerchio r di 
raggio |Mj — «] , entro P e sul contorno la funzione f{z) si mantenga sempre.fl- 
nita mantenendosi anche diversa da zero noli' interno di r. Descriviamo inoltre 
col centro in z - u un secondo circolo C intorno a r, il cui raggio , minore di 
H, — «j, possiamo anche supporlo prossimo quanto si vuote a questa quantilà- 
Dalla (1), si ricava: 



i = i.{z-«) + b^{z-uy + .... 



le potense dì ( con la foratola : 

,(a=,^.,,.w,o,fi!s^.i;,fj(w.)i)-.^V.... 

fiuta per questo porre u + tf[x) = e con che, la (!) diventa x = 9(z) ; e appli- 
care poi la formola di Lagrange all'equazione: 
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con 6, + 0, perchè essendo : 



A') = 



X96 X 

r(!) - (» - .rw 
[fi')]' 



si ha: 



b, = 9'(«) =t= 0. 

Ij& fanzione f(e) allora, entro C e sni contorno non bì anniil]& nò diventa 
infinita, tranne jn 2 = « in cai si annulla; o il ano modnlo avrk snl contorno* 
di C, nn minimo M^ (+0). 

Descriviamo ora nel piano t, col centro in ( = an circolo C di raggio M, : 
ad ogni punto ( entro C corrisponderà an solo punto C entro C e t sarfc nna 
fanzicnc annlilica di t, regolare nell'intorno di ( = 0, (')• Por tutti i valori di ( 
enlro C si avr?i ano sviluppo dell» forma: 

t = « + B,( + a,*' + . . . 

il qnalo dovrà necessariamente coincidere con lo svilappo di Lagrange. 

Possiamo dunqne concludere che pei valori di t sitnati enlro no circolo col 
centro in ( = e con no raggio eguale M„, la serie di Lagran gè è Decessa- 
riamente convergente. 

Di qnì, il 

Teorema: .Se ut parametro n dell'equazione: 

z — a — tftz) =0 

«OMO attribuiti valori siifflcienfemente prossimi ad una radice n,, deW equazione: 

Pz) = 

tali che, descrivendo nel piano z col centro in z = u «n cerchio T di raggio 
[Ug — a\ , entro f e sul contorno la funzione f(z) si mantenga tempre finita, e sia 
diversa da zero entro T , indicando co» Mg il minimo del modulo della funzione 

— — sul contorno di un qualunque circolo col centro tn z = a e intemo a V, la 
fizf 

serie t 

è certamente convergente per tutti i valori di t interni al cerchio col eentro in 
t = e col raggio eguale a M^. 



(.').3iaDch i. Fanz. di variab. com. g 56. FÌbb, 1901. 
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!»• 

«Isolamento» della radice ohe e! sviluppa in serie di Lagrange 

6. Premettiamo il seguente 

Lemma — In un'area connetsa'A, due funzioni v{z) e Wi(z) nano olomorfe 
Icoutomo inctuao) e tul contomo a di A w(z) non abbia infiniteHmi; se nd con- 
torno e ri ha: 

(I) |w,(b)1<|w(z)| 

U dHt funaioni w(z) e w(z) + w,(z) hanno dentro l' area lo tteteo numero d' infl- 
Ktetimi. 

Sapposta veriflcata sai contorno la {1), sì prenda nna quantità reale a ya- 
riibile da a 1 e ai consideri la fanzione olomorfa per ogni valore fisso di a: 

w(e) + a«i,(«). 

A causa della (1), qnesta non si annoila sai contomo e il numero delle sne 
radici nell' Interno è donqoe, pel teorema dell' indicatore logaritmico : 



nf ai = — I — ■ li-i de. 

^^ ' 2iti;, tp(2) + aw,(ir) 



Ora, pel modo come flgnra a sotto il segno integrale (non essendo mai 
(» -t- atc,), = 0), r Integrale, ossia |ji(a] , è ana ftinzlone continua del parametro a\ 
m» 6880 6 tm ntimero Intero e perciò : 

IJL(a) = it(l) = ^(0). 
7. Consideriamo le equazioni : 

?(«)-*A*)=o 

(2) 

9(s) = 

Ole f{z) e f(z) sono fnnzloni della variabile complessa e, olomorfe in nna parte 
del piano, poniamo in nna certa area A {contomo $ Incluso). 

Supponiamo inoltre che ^(e) non abbia infinitesimi sa) contorno < di A e 
' Bis nna costante qoalnnqne reale o complessa , tale che sai contomo » si 

■bbis : 
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Se gli infinitesimi di 9(2) -'A^) (entro A) sono nei pantl: 

coi rispettivi ordini di molteplicit-à: 

9i . 9» . ■ ■ ■ . ?« 
e quelli di <f(z) nei ponti : 

e, , Zf, , . . ,z^ 
con ordini dati da: 



per il lemma del n. precedente ,. le due fìinzioni ^{z) ~ tf(s) e (f{s) venendo ad 
avere lo stesso ntimero di infiniieslmt entro A, avremo : 

g, + ?j + . . . + ff, = r, + r, + . . . + r,. 

Poniamo : 



(4) F{2) = T(.) - tfizì. 

Per la (3), potremo svilappare : 



in serie di potenze della variabile : 
secondo la progressione geometrica : 

Avremo quindi sbI contorno : 



i'<')~?W;é{ ?» "sii" 






qneata serie, movendoat z sai contorno, sarà convergente in egtiftl grado ; 1 

iDdicliiamo con P(e) un' aitra funzione qnalanqne di a, oiomorfa nell'arem A 
(contorno incioBo). 
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Avremo per la (b) : 

... pw y pwrw ^ 

''' m - è, «"'('I 

Se deacriviamo ana piccola curva ctiinss s, che giri sua e una sola volla attorno 

a Ef nel senso direno e che Don contenga altri infinìteBÌmi di F(s) all' inrnori di 

P(z) 
ii , la ftinzlone ^7— f ha, generalmente, In {^ , un polo dì ordino jj e l'integrale: 



ssrh jl residuo della funzione £n~T °ol pupto Cj (')• 



ér l. W)'^ '"'"■"" ^'•'- 



Da questa sì ricava : 






e, in virtù della (6) : 



2j Re fidila 



«■'^a'"/? 






(') Se, per avventura, la funzione P(e) avesBe un inlinitefiìmo nel pnnto ',- di 
ordine > ?|, la funzione rrT— sarebbe regolare in (^ e l'integrale 5— :■/ ij—r d« sa- 
rebbe nullo , ciò che non altera i nostri ragionamenti ; se avesse invece nn infini- 
teaijso in Ì4 di ordine < q( si capisce facilmente come dovrebbe modificarsi il pro- 
cedimento che segno. 
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Foniamo : 



esBendo <I>(e) ana fanzione di z olomorfa nell'area A ; osservando che : 
eì ha: 

e, per la (4) : 
da coi: 

Poiché la funziono ip(z) ha nel ponto z, un infinitesimo di ordine r, e perciò 
la saa derivata logaritmica ^— ha in «j un polo del primo ordine col residuo r, , 
e! ha ancora : 

ed infine: 
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Possiamo quindi enanciare il seguente 

Tbobeha : Siano f(z) e f(z) due funzioni olomorfe nell'area A [contorno in- 
elHMo), e f (z) non eMMO infinitesimi »id contorno ; $ia t una coatanU qacUunque 
tate che $ul contomo ti abbia : 



I— >l<ii 



!, , 5, , • • ■ t. 

tono gli infinitesimi (eitro A) di 9(2) — tf(z) coi ritpetHvi ordini di molteplicità: 

q, , q, , . . . q. 
e »e 

z, , z, , . . . z„ 

tono quali di f (2) con ordini dati da : 

r. , r, , . . . r, , 
•t ha la formala: 

^ b-n K-» ' 

i'I 1=1 "-1 

ow : 

8. 'Se in particolare facciamo : 

<f{z) = 2 - « 
dove u è ao punto dell'interno dell'area A, nel qaale f{u) ^ 0, per la (8), si ha: 

A. = ±1 ♦(.) r-Mn»)-f(y-..)i ^ ^ 
_j_(»(z)rM i.f twr-'wrw , 

mi, («-«)•« 2iii(, (s _ „)• "" 
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e per la formola di C a a e h y : 

\w r 



_ [(«(«in**))' - " *(«) r-'(«) n«) j'"'" 



(»'(«)n«))*""" 

A„ = i ■ i- — 

La (7), allora, diventa : 

1>t!0 = «t«) t f*'(")^(«)+ j^|y(*'(u)r*(tt)) .... 
dove C è l'unica radice dell'equazione : 

• — u - (/^b) = 

Bttnata nell'interno dell'area A (n. 6). 

La serio rappresentala dal Bccondo membro della (9) non è altro che la 
serie dì Lagrange; qnindi si può eonnoiare il 

Teorbua : Se f{Xi è una funzione di z olomorfa iti un'area A e ìi èu* punto 
Miluato nell'interao, nel ^uale ei abbia f^u) ^ ; e se tul contomo dell'area, ai ha: 

|'M|<. 

|z — ni 

eaeendo t una contante qualunque, l'equazione : 

z - a- tf(z) = 

ha una sola radice nell'interno dell'area la quale è eoUuppabiU in $erie conver- 
gente della forma : 

t* df'{u) i" d''-»f*(a) 

P t -- a + tf u f — - —-^ + . . . + -— T-^ì + 

1-2 du 1-2 ... n dn" ' 
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li oerohio di convergenza della serie dì Lagrange 
In relazione al Modulo principale di une funzione. 

9. Premattiamo le eegaenti conaiderazioni : 

Sia ^z) ana fanzione della variabile complessa e = re'^, flDÌta, continaa e 
monodroma per tatti i valori di e pei quali è soddisfatta la limitazione : 



(I) fc < r < *:,. ^^^ 



Se R 6 il tDodnlo di i|'(e), finché è soddisfatta la (1) , R sarft, per ogni va- 
lore di r, ana finzione Anita e continna di 7 e, col variare di f da a 2ii, at- 
iraverserà certi massimi ciascnDO dei qaal) è una funzione di r. 

Indichiamo con : 

(2) M.(r) , M,(r) , M,(r) .... 

questi massimi ; chiameremo masaimo principale il massimo dei numeri (2) (*) 

(>) Certamente esistente per le limìtazioiii poste su ^(e), . 
cioè qael niimero H(r) che, per ogni valore di r, soddisfa slmaltaneamente le 
relazioni : 

M{r) > M,(r) , M(»-) > M,(r) , . . . 

in una almeno delle quali, deve valere il segno di eguaglianza. 
Avremo lo generale : 

M„(r) = B(r , 9J 
(n = 1, 2, 3,...) 
dove f „ è una radice dell'equazione : 



Chiameremo modulo principale della funzione ^(z), il mìnimo della funzione 
U(r), $e esiste, e lo indicheremo con |ii. {') 



0) Cfr. Cauchy. Mém. de l'Ac. de Franco, t. VUI, 1829. 
IfekraBBoff. Hat. Ann. Band. 31. 



iy Google 



)( 104 X 

Se il modulo principale è an valore che \^(z)\ asBome per iin vaJore C di 2 
( |C| = p) radice dell'equazione : 

(3) n^) = 

cioè, se la (3j ha una radice K che soddiafìt le condizioni : 

diremo, con NekraBsoff, che jjl è nn modulo principale critico ; nel caso con- 
trario, cioè, se la (3) non ba punte radici cbe soddisflno le (4) diremo che [t è 
nn modulo principtde non critico, ('^ 

10. Cangiando 1 - u in z nell'equazione: 

z-u- tm = 
otteniamo : 

(5) « - tfiu + «) = 0. 



(^) Sai modulo principale di una faniione vale il aegaente teorema: 
" Siano : 

(I) ajì.fino, s;?)... 

1 numeri della suecestione (2) die per r = p hanno il valore del uodolo principale 
y. e liana: 

T>(0 , 9,{r) , ?,(r) , . . . 

?i j T» » ?i I • ■ • 
tono i valori di queste radici per r = p e $e: 

(<=1, 2,..-) 

concinone neceuaria e sufficiente affinchè il uoddlo prinoipAlb della funzione T(z) 
aia CRITICO è che fra i numeri (I) ve ne sia almeno uno la cui derivata rispetto 
a r si annulli per r = p „. (Cfr. nna mia nota sul " Periodico di Matematica , Te- 
larne XXI, fascio. I, 1905). 
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Sapponiamo la funzione f{u + z), olomorfa per tutti ì valori di e pei qantì 

(6) \A < *•■ 

e diversa da zero nel punto z = tale, cioè, che sia : 

Aw) + 0. 
Si ponga : 



e si iodicbi con M(r) la funzione dei masaimi jn-incipali di ^(s). La (5) si potrà 
scrivere sotto la forma : 



l~t^z) = 



e il teorema del n. 6 si potrà, ora, enunciare cobI : 
< Se 



te<ittatione (5) ha una sola radice Z{t) di modulo minore di r la quale è svilup- 
pabile in serie di Lagrange. 

Per le ipotesi fatte si ha M(0) = * , supporremo anche M(A:) = ». 

Sia ìf. il modulo principale della funzione ' ({i{s) | tra 6 e k, corrispondente al 
vnlore f di r. Il campo di quei valori di t che soddisfano la (7) sarà, rappro- 
Miitato dall' intento del cerchio col centro nel punto zero e col raggio eguale 

1 



innanzi, con r il cerchio che ha per raggio — e il centro nel punto t = 0. 

li. TeoRByA : La condizione necessaria e sufficiente affinchè il cerchio di 
convergenza della serie di Lagrange sia il cerchio T è che il modulo principale 
(itila funzione <{'(z) eia critico. 

Sia z' quella radice o, più precisamente, una delle radiol dell'equazione \'{z)^0 
che corrispondono al minimo critico v- ^i I^(*') ; cob) : 

(8) ^Xz') = li = mz')\ »' = pe*"- 

VOL. ZUV. 14 
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per il teorema \ 

m \t\ < \tj 

l'equazione : 
(10) ^^C^ z) = l-(4.(3) = 

Ila una e una Kola radice :; di modalo minore di p, sviluppabile in serie di Ij a- 
grange. 

Poiché la relaziono : 

n^-) = 
equivale all'ailra: 



(^k- 



l'equazione (10) per t=t^ ha la radice z' multipla dell'ordine n>2; quindi per 
t prossimo a t^ la (10) avrb n radici : 

(11) 2, ,»,,... «. — ». 

prossime a z', che tendono cioè a z' col tenderò di ( a t^, le quali ai possono 
rappresentare cosi : 



'^«•-""^"'^(^i^F^^'^"" 



dove m è un numero intero compreso fra 1 e n (estremi inclusi) ed i una quan- 
tità die tende a zero con /. — (, 



('j Si osservi che: 

(I) If ('01 = i> + 0. 

Ciò risulta dalle deRnìzioni di metssitno principaJe e di modulu, principale. 

(*) Si osservi che l'equazione t = -y^ per ( = („ ha U radice ^ multipla d 
l'ordine n, perciò si ha lo sviluppo : 

l^_-t = A,(£ - z')" + A,(« - z')*" + . . . 
e nell'intorno di « = a' si avrà: 

z~z- = B,(i„ - 0" + B,(i„ -t)' + .... 
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Posto ADcora; 



(12) 






(m - 1 , 2 , . . . , n). 



Per essere le raiJici z^ (m= ], 2, . . . ti) prossime a k', ai avrà ancora: 

dove ff„ — tj" rappresenta un determinato valore della radice n""* di f^ — i ed e " 
QDa delle n radici n"" dell'anttà. 

Per del er mina re B, osserviamo cbe, per lo ipotesi fatte, nelle vicinanze di z' 



'K>)=j^ + -"^r'M+- 



«..,=i^2i::^'>t,.,,.o+... 

essendo j termini non scrìtti di ordine superiore a t^ — t. Ne segue che l'espres- 
sione : 

1 - ,+(,.) = 1 - i _ ^^ ,r 'M + • • . = 

deve essere identicamente nalla ; il termine costante (1 — 1) è egaale a zero e il 
coefficiente di t^ — tk: 

eguagliandolo a zero si ha : 
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8e p k sufficientemente piccola , indicando con t l'argomento di Ig affinchè 
Is (9) riesca soddisfatta bisogna e basta che sia : 

(14) C08(j - t) > 

e afifincbè ei abbia per nno dei valori (11): 

bisogna e basta che sia : 

/2mit + o \ „ 

(15) cos^ ^ + a)<o 

come facilmente si vede (*). 

Le condizioni (14) e (15) sono certamente soddisfatte se sono soddisfatte le 
altre : 

(16) 

H 2 ' 

dove 6 e 6, sono due quantità positivo qualunque inferiori all' unità ed r e « 
due numeri interi qualunque. 

Dalle (16) facendo r = 0, si ricava: 

(17) m = —- -_+__ + ,«. 



(') Ponendo 1^, = ae , si ha infatti : 



V— 4l=l-~e 
'o 'a " " 



- = 1- '-coB(<,^T)-.^sen(?-.i) 

da cui, la relazione : 

|lj = ^.-(^.c.,(,-„-,^) 

la quale mostra che se p è sufficientemente piccolo, affinchè riesca soddisfatta la (9) 
occorre e basta che sia Boddiufalta la (14), 

In modo perfettamente analogo ei deduce la (15). 



),Googlc 



kQ + ì » + 1 

dorè V è Qn numero intero, positivo o negativo, tale che : 

(18) < 8 < 1 , - 

!v| sarà il masaimn nomerò intero contenato nell'espressione: 

(19) |»JL±_^_l±i| 

I 2ic 4 j 

e la (17) può scriversi • 

(20) m = ^^-~ v-8 + 8n. 

Scegliamo ora per on valore 4 soddisfacente alla relazione: 



(21) ^+3^1 



il che è lecito, per la (18), e prendiamo per 9, un valore 0, che soddisfi alla re- 
lazione : -^ 



*.'!(^0- 



Cii!) è pare lecito per essere » > 2. 

Fissati in tal modo 6 e ft, , dalla prima delle (16) e dalla (20) si ricava : 



i osservi intanto che, per essere : 

Ò<Q<2ic ; 0<T< 



dalla (19), si ha : 
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Se V è negativo e diverso da zero facendo g = nella seconda delle (22), 
otteniamo : 

(23) m = - V ; 

se invece v è nullo o positivo, ma diverso da n, facendo s =. 1 , si ba : 

(24) . m = n - V ; 
se infine v = n , facendo < = 2 , si tia : 

(25) m = n. 

Prendiamo per q il valore delerroinato dalla prima delle (22) e per m uno 
dei valori (23), (2i), (25) secondo elie v è diverso da zero e negativo; o è nullo 
o positivo, ma diverso da n; oppure è uguale a n. Avremo allora: 

dove 2,„ è, ora, una determinata radice della successione (11). 

Per l'arbitrarietà con cui dalla (21) possiamo scegliere e per essere v, e 
perciò m , indipendenti da e da &, ; e per il teorema del n. 10, secondo il 
quale l'equazione (10) se è soddisfatta la (9), definisce una sola radico i{t/ di 
modulo minore di ^ e sviluppabile in serie di Lagrange, le due funzioni 
((t) e z„{t) coincìdono in un tratto attorno & t^ e quindi in tutta la loro osten- 
sione. 

Col tendere di t a t, , z„ tendo a z' , perciò sì avr& anche : 

(261 lim ;(() = z 

Diilla (IO) si ileduce: 

(27) rfciO ^ ■M-(()l 

^ dt «|.'1C(0) 

e di qui , teiioiido conto della (2(1) o delle (8) e (1) (n. 11) , scaturisce che 



torno di r e poi valori di t entro P la funzione C{t) è sviluppabile nella serio dì 
Lagrangc P(f), il cerchio di convergenza di questa serie 6 appunto r ('). 



(') Si ricordi il teorema: " Affinché una funzione di carìabile complegta w(z) 
aia seiliippahile in una serie dì potenze di z i necessario e sufficiente che nell'interno 
di un cerchio col centro in z = sia finita, continua e monodroma insieme alta de- 
rivata w'(z) n- i'^- Bianchi. Funz. di varìab. comp. § 43, Pisa, 190t)- 



iy Google 



)( 1" )( 

La conAizione ennnciata nel teorema è adonqnc safflciente. Resta da dimo- 
strare che è anche necessaria; cioè, che se il cerchio di converf^ciiza della ee- 
riedi Lagrange è il cerchio r, il modulo principale li di ^\e} è criUeo, 

Indichiamo con t' an punto qualunque del contorno di F; col tendere di t 
a (' normalmente alla circonferenza di T. movendosi i dall' intorno del circolo, 
per il teorema di A b e I ('}, si ha : 

(28) lira zit) - Kit'). 

t-e 
Per 11 teorema del n. precedente, la relazione : 

(29) K(OI=|P(OI<P<* 

essendo soddisfatta per ogni valoro di t di modulo minore di \i'\, comunque 
vicino a t' , mostra, con la (28), che C'--t{f) non supera p; ai avrà cosi: 

(30) |i:'i<p. 

Supposto ancora [(1 < ]*'!, dalla (IO) risulta; 

Per lo ipotesi fatte, la funzione «^(2) è una funzione continua dì (z\ se jal < fc 
[it. 10); perciò, per la (30) e per la (29), if(z) t una funzione continaa nel punto 
z-r^ e col tendere di f a t' normalmente alla circonferenza r, si avrà: 

lira ^[«01 = it<.V). . 
Da questa e dalla (31), al deduce allora : 

Esisterà almeno nn valore !;' di z dctiniio dalla (28) per il quale si abbia 
^'(I') = 0. Infatti, supponiamo che accada il contrario; allora l'equazione (IO), 
essendo soddisfatta da t = t' e z = C come risulta dalla (3*2), ed essendo: 



(') Ce Saro. Analisi Algebrica. Torino, 1894 (pag. 309). 
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definisce in un intorno Q di t' (che comprende anche parte di T) nna sola ra- 
dice e,(t) che per t=t' bì riduce a C ed è funzione regolare nell' intorno di t=t'. 
E siccome la K(t) = P\t) soddisfa alla {10), è regolare in ( (Ul < |('l) e per ( = (' 
si ridace & X' , le funzioni !((} e z,(t) coincidono !n amiutorno comune a r e a Q 
e per ciò coincidono in latta la loro estensione. Allora, la funzione K{t) venendo 
ad essere regolare in ogni punto t' del contomo di T, il cerchio di convergenza 
della serie di Lagrange K(t) = P{t) sarebbe pitt grande di P contro l'ipotesi 
fatta ('), 

Sul contorno di P esisterà quindi almeno un punto ('„ per il quale: 

(33) . y(K'^) = 

essendo C'^ un tal valore deAnìta dalla relazione 

lim !;(() = ;'„ 

nella qaale intendiamo cbe t si muova normalmente Uhi circonferenza di T, dal- 
l' interno di essa. Dalla (33) scaturisce che {Cgl non pitò ossero <p perchè, se 
cosi fosse, per ( safflcìentementc pro$»ima a t'^ e di inodnlo < 1 1'^ | la {1(5) avrebbe 
almeno dae radici di modulo <p; il che contraddice il. teorema del n, 10. Sarà 
dunque : 



il modulo principale della funziono '^{z) è critico (*}. 



(*) La fonzione C'() verrebbe ad essere sviluppabile nell'intorno di an qnalonque 
ponto t' del disco circolare T o del suo contorno, in una serie di potenze P(< — t't 
il cai raggio R del cerchio di convergenza è certamente > 0. Esiste certamente un 
limite inferiore per R, sia r\ proveremo cbe r>0. Esiste infatti nel cerchio F al- 
meno un [Hinto L tale che in qualunque intorno di esso, comunque piccolo) il limite 
inferiore de! valori dì K è ancora r ; e siccome per questo punto limite ^ ha un 
valore B.„ > 0, in un intomo sufficientemente piocolo di L tutti i valori di R saranno 

Rfl 
per esempio superiori a —^ , onde è certamente r > 0. Potremo prendere questo 

valore di r come raggio di convergenza per tatti i punti dell'area P (contomo in- 
claso) e allora la nostra funzione Ut), venendo od essere finita, continna e mono- 
droma in un cerchio più ampio di T, avrebbe il cerchio di convergenza piA grande 
di P. Cfr. Bianchi -Funz. di variab. comp. § 77, nota (1) -Pisa 1901. 

{*) Questo teorema fa, sotto una forma un pò diversa, enunciato daNekras- 
aof f (Itfath, Ann. Band. 31). Per dimostrare la condizione sufficiente abbiamo te- 
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12. S[ osservi ohe, come risalta dalla (27) , pei valori di ( entro II cerchio 
di coDvergeDEa della Bene dì Lagranf^e la radice C(f) della (IO), cbe a quello 
ETÌlappo si riferisce , è sempre semplice ; paò però benissimo avvenire che per 
qnei valori di (, an' altra radice diversa da C(^) divenga multipla. In altri ter- 
mini se consideriamo la superficie di Riemarm definita dall'equazione : 

?(«,() = «- w-'Aa) = 0, 

iolonio al pnnto t — abbiamo nn certo numero di fogli e lo svolgimento di 
Lagrange vale per ano di cesi, cioè, per quello in cui è sitoata K<t}. Ciò 
cbe accade sagli altri fogli non ha alcuna importanza per la serie. 

§5- 
Criteri 3 di convergenza della serie di Lagrange nel punto (=1, quando 
il parametro m dell'equazione Z'-u~tf{z) = è sufficientemente prossimo 
ad una radice dell'equazione f(z) = 0, 

13. Nell'equazione : 

(1) 2-«-(A«) = 

dove u è, at solito, un parametro, supponiamo ctio f[z) sia an polinomio razio- 
nale intero in z o, più generalmente, una serie di potenze di z convergente in 
latto ì) piano. 

Osserviamo, innanzi tatto, che sulla convergenza della serie 

1 d"~V''<u'\ 

(2) P{1) = « 4 A") + ■ ■ ■ + ^- Jj, ' + ■ . . 

nulla ei paò asserire ancora perchè non è detto che l' intorno di t = nel quale 
la Berle di Lagrange 

(3) PCI) = « + «») + ... + fi ■ 1" %'CP + ■ ■ ■ 

[n du' ' 

È convergente, comprenda il punto ( = 1. * 

1 termini delta serio (3), a partire dal secondo di essi, tendono a zero col 
tendere del parametro u a ana radice qualunque »„ dell'equazione /1[«) -0 ('); 
>e allora al parametro v della (l) si attribaisce un valore prossimo a Ug , per 
ogni valore dì t interno al cerchio C dì convergenza «iella serie (3), la radico 
W)-P(') della (l)-sar& prossima a m„ ; e col tendere normalmente di t a un 
punto qualunque t' del contorno di e (n. 11) tenderà ad un limite finito K' pros- 
timo a Ug (tendente cioè a «.„ col tendere di ( a (' normalmente a C). 



unto, in sostanza, il procedimento e le notazioni del matematico russo facendo però 
alcaae aggiante e moiiificazìooi atte a rendere più chìam e rigorosa la dimostra- 
tioDe ; ma per dimostrare la condizione necessaria ci siamo completamente allontanati 
da Nekrassoff perchè la sua dimostrazione non è rigorosa. 

(') Basta, per verificarlo, eilettnare la derivata rispetto ad u del termine ge- 
nerale della serie stessa. 

YOL. JtLIV. 15 
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Eeiaterii, per considerazioni analoghe n qnelte svolte nel n. 11 (pig. 33), al- 
meno nn punto ('„ enl contorno di C tale che col tendere di* a f ^ normalmevte 
al contorno di C, la radice K{t) tenda a una radice Vg --^ ^f'o) della (l), multipla. 
Allora bì avrà: 

1 - f'cfi^o) = 
e il raggio del cerchio di convergenza della (3) si potrà oeprimere con la for- 
mola: 

« "■•l'-inb-i- 

Per le considerazioni precedenti si avrft anche : 
1 



(B) •[«'ol- 



! A«o) + E I 



essendo e ana qaantitil che tende a zero con u— u^ì e la (5) mostra che, quando 
u è eufflcientemente protaima a u^ , la serie (2) 6 convergente se \r(ti^^ < 1, 
Onde, il 

Teorema: 8e f(z) è un polinomio razionale intero in z o, più generalmente, 
una serie di potenze di z convergente in tutto it piano e se a è sufficientemente 
prossimo a una radice Ug dell' equazione: 

f(z) = 
la serie di Lagrange: 

u + f a) ^ . . . + — j^ + . . . 

[n da" ' 

è convergente se : 

I n%) 1 < 1 



Alcune proprietà della radice dell'equazione x — u - tf{x) = che »i svi- 
luppa in serie di Lagrange, quando la funzione f{e) e le quantità t4 e 
t sono reali. 

Modo di determinare con la serie di Lagrange tutte le radici reali e 
semplici di un'equazione a coefficienti reali ('). 

14. Consideriamo l'equazione (in x) : 

(1) a!-u-tf{a:)^0 

dove t è un parametro reale , u un altro parametro cai si immagina attriboito 
un valore pure reale ed fXx) una funzione analitica reale di x regolare e diversa 
da zero nel punto u, cioè, sviluppabile nell' intomo di u in serie di potenze di 
!c — M a coefficienti reali. 



(') Esponiamo nella prima parte dì questo §, generalizzandole, alcune conside- 
uì del Chiò sulla radice delia (1) che si sviluppa in serie di Lagrange, 
. Cfr. nota *) pag, 2). 
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Congideriamo la serie di Lagrang^e: 

ed estendendo al piano complesso la funziono P(f) , indichiamo con — e e e i 
ponti in oni il cerchio di convergenza della serie (2) incontra l'asBe reale; so ( 
▼aria fra —e e e la serie (2) è convergente e rappresenta nna radice reale 
della (1), radice che, in queste considcruzioni, indicheremo con a. 

Giù premesso, passiamo a dimostrare alcune proprietà della radice a. 

15. TioitEU* 1." — La radice a è sempre Sfacente o decreecente ritpatio a t, 
per ogni valore di t compreso fra — e e e ; e preeiiamente è crescente se f(u) > 
decraeaUi te f(a) < 0. 

U radice a è una funzione a{t) , floita e contiaaa per t compreso fra — e 
e e , insieme alla eaa derivata : 

d^ ^ A«) 
dt l-tf'(a)' 

Oiserviimo che fya), per t compreso fra —e e e, non pn6 mai annutlarsi 
perchè, «e per un valore di t si avesse ;^(a) = 0, dall'identità: 

» - a + tf\a) = 
si ricaverebbe, per quel valore di t, a = u , e perciò : 

A«)=o 

ciò che abbiamo esclaso. Quindi, pei considerati valori di t , l'espressione 1 - */"(«) 
gOD si aDnnllorii mai; e poiché per t = 0, k positiva, si avrà: 

1 - tf(a) > 
(3) 

( — e < * < e). 

Inoltre /(a), che non cambia mai aegno, avrA sempre quello corrispondente 

dt 
a t = 0, ossia quello di f(u); e quindi — pei valori di t compresi fra —e e e 

svT& sempre 11 segno di f(u), ci6 ohe dimostra il teorema enunciato. 
Come conseguenza immediata di questo teorema si ha il seguente: 
Teorema 2." — 8e il raggio di convergenza della serie (2)- è maggiore del- 
l' unità (cioè \c\> l), la serie F(l) rappresenta una radice dell' equasiane : 

X — u— ftx) = 

che sarà maggiore o minore di a secondo che f(u) è maggiore o minore di zero. 
Basta Infatti osservare che la serio P(() non è altro che a(l) ed applicare il 
teorema precedente ricordando che o(0) ^ u. 

16. Teorema 3,° — Se dividiamo le radici reati dell'equazione: 

X - u - tf(x) = 

(*) 

-c< t < e 
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tn due classi formate l' una con le. radici Buperiùri , l'altra con quelle inferiori 
ad a, la radice a data dalla serie P(() sarà, fra tutte quelle delta classe cui ap- 
partiene, la più prossima ad u. 

All' aopo, ricordiamo che per f = si ha a = u. Se si considera qd particolare 
vjiioro („ di t compreso fra - e o e, in viriù dei teoremi precedenti f mentre ( 
varia fra o (^t 1* radico a dato dallo svìlappo di La^range andrà sempre 
crescendo o sempre diminuendo. Fonìitmo, ad esempio, clic nbbia luogo il primo 
caso che, cioè, la radico a, poi considerati valori dì t, appartenga alia classe 
delle radici maggiori di m. Dico che per t = f„ non può esistere un'altra radice 
p della (4) appartenente- alla stessa classe di 7 e contemporaneamente minore 
di a. Infatti, se ciò accadesse, poiché la funzione «(t) b continua, il valore ^ 
supposto dovrebbe essere assunto da a por un valore (, + 1^ compreso fra e („ 
e si avrebbe allora : 

p - « - ^A?) = 

cioè fo = ti contrariamente al supposto. 

Ed è chiaro inoltre, che nulla si può asserirò circa 11 confronto che si può 
fare tra il modo di accostarsi ad w Sella radico a e il modo di accostarsi, 
ad u di quelle radici appartenenti alla chistto contraria perchè una radico ^ ^ a 
corrispondente allo stosso valore t^ dì t o uun appartenente alla classe di a, può 
avvicinarsi ad u più di a senza per questo avere un valore che a lin assunto 
tra e („. 

17. Dai teoremi procedenti segue immedialamento il 

Teoreua H.o — Se il ragjio dì convergenza della serie (2) è maggiore del- 
l' unità, la serie P(l) rappresenta una radice dell' equazione. ■ 
u - X + f{x) = 

maggiore di a e che si accosta ad u più, di ogni altra radice maggiore dì u, se 
f(u}>0; rappresenta invece una radice minore rfi-u e che si accosta ad a più 
di ogni altra radice minore di u, se f(u) < 0. 

18. Consideriamo l'equazione : 

(5) x-u- f{x)=^0 

e, per procedere eoi maggior rigore possìbile, supponìiimo che f{x) sìa un poli- 
nomio razionale intero in x a coefficienti roali o, più generalmente, una serie di 
potenze dì « pure a cocflìeicnii reali e convergmile in lutto il piano. 

Sia x'o una radice reale qualunque doli' equazione (derivala della (,■>) ) : 
■ (6) l-f\x) = 

e indichiamo con : 



le radici reali della (6) maggiori dì a.-'„ In ordino erescenie di gr.indezza e con: 

ic'_, , ^'„i , x'_i , 

le radici della (6) minori di x'^ in ordine decrescente. 
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La BQCGeaeEone : 
{7; ar'.j , a;'_ì , aj'-i t^^'o i^'i > ^'t 

che rappreBenla tutte le radici reali della (6) in ordino ascendente di grnndez>;.i, 
non Ila DCBSiin punto limito a dietaiiza Unita; ciò è naliu'iile se la successione (7} 
è finita; so è infiiiita, basta ricordare die f(x) è una serie di potenze con\'or;;oiite 
in tatto il piano e quindi senza singolarità essenziali. 

Si osservi che tra lo radici x'j e T'j^i'if', a se',,, esclusi) non vi pclr.'i es- 
sere, al piti, che nn& vadicc reale ilell' cijuaziunc (5): se cfiTutlivaineiitc esi- 
ste, (semplice neceasariamenie) la indicheremo cun x,^, e la diremo di indice 

iti('). 

Siano : 

(8) p' , 0' y' , ^' , a' . a , p , "ì , . . . , f , e , . . 

gli indica delle rAdìci della (5), e supponiamo: 

...<f'<a'<a<p<f<... 
La snccessione crescente: 

(9) . . . a?p. , Xjj. , jc, , Bp , a:^ . . . iTp , 

rappresenterà tatto lo radici reali e semplici della (5). 

Avremo poi tn generale : 

(IO) 

aCp < X't < Xa 

nelle quali e è uno qualunque dei numeri della successione (8); e p o a due nu- 
meri della (8) stessa soddisfacenti alla condizione : 



Il primo membro della (5) è una funzione di x e di u , i;<x , u) , che si an- 
nnlla per x = Xf\ 



V dx }«. 



la radice Wf è una funzione regolare in un certo intorno di » : esiste quindi la 
dcrivnta di a:, rispetto ad w e avremo: 

(11, ^e^ -L_. 

di* 1 - f{x^ì 
Poiché, per la prima delle (10), la radice x^ è compresa tra le due radici cousecu- 



segue col variare di « e perciò la radice x^ è sempre crescente o sempre de- 
tresoenie rispetto ad «; ed essendo fra a-p e Xg comprese e - p radici reali della 
m, le espressioni : 

1-f^) e l-nx^) 



('} r d i o I -I- ] , secondo C li i ó. 
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e qalndi le altre : 

" das. dXg 

— E — ° 

dv, du 

Bono dì se^no contrario o dello stesBO segno secondo che o-p è dispari o pari. No 

dx 
segae clic ae, per fissare le idee, si sappone — ?~ positivo (2v + 1 è Un numero 

dispari qualunque della successione (8)), saranno pure positive tutte Ib derivate 
rispetto ad u delle radici (9) di indice dispari mentre saranno negativa lo altre. 
CIÒ clic lì quanto dire che se si costruiscono lo due saccessioni (formuli) : 

■ •■3:-s . i"-. . a;, , K, ,... 
(12) 

- ■ ■ a;_, , x^ , ar, , x^,. . ■ 

le radici che fanno parte della prima sono crescenti rispetto nd u, le ftltre de- 
crescenti. 

Premesse queste considerazioni, passiamo a dimostrare il 
Teorema: Se esistono le radici di indici i-l,i,i + l,i + 2,: + 3 dUta (b), 
eoe compreso fra due radici conserutive x'j e x'^^, dell' equazione (6) , fl ae il 
raggio del cerchio di convergenza della serie di Lagrange (3) £ < [ , la F(l)ca(l; 
rappresenterà una radice della (5) che, se i è dispari, sarà rispettìvamMte di 
indice i o i + 2 secondo che f{u) è < o > di zero; se invece i è pari sarà ili in- 
dice ì— l ì + 1 se {\a)<0, di indice i + 1 o i + 3 «e f{u) > 0. 

Noteremo,. innanzi tatto, che a, = a(l) k una radice semplice delta (5) giac- 
che ('), per la (3), si ha: 

1 - n«.) > 

e appartiene inoltre alla succesaiune delle radici della (5) crescenti rispetto a u, 
polche dall'identità: 

da,_ I 

dtt ^ l- f{o,) 
si dcdQce : 

du 

So t è dispari, le radici della prima delle successioni (12) tra le quali u 9 
compreso sono x, e a^j+j; e allora, in vinù del teorema del n. 17 si può con- 
cludere che la radice che si sviluppa in serie di L a g r a n g e a, , è x^ se ^u) < 0; 
6 invece a;,,, se f[u} > 0. 

Se poi (■ b pah, poiché por la prima delle (IO), si ha; 

(fc - - 2 , , 2) 

le radici consecutive della prima delle (12), tra lo quali u 6 compreso sono x^., 
o a:;^., oi>pttre a:,^, e x,^,. Nel primo caso, in virtù del teorema sopra citato, a, 
è di indice i - 1 se f((i) < ed è invece di indice i + 1 se f{u) < ; nel secondo 
caso è di indice t + 1 se f{u) < , di indice i 4- 3 se f{u) > 0. 

(') Ciò risulta anche dal n. 12. 
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Il tforcma è cosi compiei ameni e dimostrato. 

Si lapiece facilmeiito come ai modificherebbero questi ragionamenti, nel caso 
ia cui qualcuna o tutte le radici della (5) di indici i— l,i.i+l,i + '2,i+S, 
venissiro a mancare. 

1|> Vogliamo infine proporci il problema di esprimere in serie di Lagrango 
tolte )b radici reali e semplici di nn' equazione a coefficienti reali; e per proce- 
dere con tatto il rigore possibile, consideriamo un' equazione : 
(II) r(x) = 

il primo membro della quale sia un polinomio F(x) o , più generalmente, una 
Berle di potenze di x pure a coefficienti reali, convergente in tutto il piano. 

Se K e k sono duo costanti reali qualunque, la (13) si puA scrìvere sotto la 
forma: 

u~{x)+{x~u + kf[x}} = 
I ucbe, ponendo: 

(U) f[^) = x-u + kfix) 

sotto r altra : 
(15) u-x + nx) = 

ludichiaino con ^ una qualunque radice reale e semplice dell'equazione (13); 
TORliamo determinare le costanti u e k del secondo membro della (14) In modo 
ebe Is eerie di Lagrange: 



(16) 



2 dti [n du"' 



sia convellente e dia precisamente la radice ^. 
All'aspo, prendiamo: 

« = fi + ft 

(17) 

v = ^ + <lk 

dove Bnpporremo, per fissare le idee, A reale, positivo e tanto piccolo, che tra 
» e @ non vi siano radici dell' equazione : 

F\x) = a. 

Qaanto a 6, salvo a precisarne in seguito il valore, intenderemo, per ora, 
die rappresenti un qualunque numero compreso fra e 1. 

Ciò premesso, è chiaro che tra u e ^ non sì annullerà nemmeno F(x). 
Ponendo : 



si bi dalla (14): 

(18) ■ f(x)=x-u ^^'^^ - 

> JW -e « F'(? I 6A) 

e il secondo membro di quest' equazione è una Tunzione di a; e di ft , if{x , A), 
ctie si annulla per x=^ e A-0. £stendÌnmo , pei nostri ragionamenti, la fun- 
zione f(x , A) al piano complesso, il che è lecito per le proprietà delle serie di 
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potenze; poiché : 

d>f(x , k) _ F'{x) 



9x . r'(? + 6h) 

si annulla por 7i = e per ar = p , la funziono (^(x , 0) ha nel punto x =: ^ un in- 
flnitoBimo di ordine superiore al primo, poniamo dell'ordine n, e l'equazione: 

f (k , 7t) = 
avrà per fi prossimo a zero, n radici : 

a;, , X, ,...., a:„ 
prossime a ^. 

E poiché dalla (18j si ha : ' 

per X prossimo a ^ , | f'(x) { b Bempre piccoUseitna se tale è h , quindi : 

irwi<i 

per tutto le n radici ar, , Xj , . . . , x^. 

Dnnqoe, pur di prendere h snfflcientemente piccola, la serie (16) in virtft del 
teorema del n. 13 ò convergerne. 

Resta ora da far vedere che la suddetta serie esprime efiettivamente la ra- 
dice p. Sì ha, infatti : 

(19) F(k) = Fi? + h) = F(?) +, ftr'(P + Oft) 

ed intendendo che nella seconda delle (17) b abbia 11 valore che ^li compete in 
vìrtii della precedente eguaglianza, avremo: 

F(w) = AF'(^ + OA) = AP'(»). 
Ricordando che abbiamo supposto A>0, le quantità F(n) e F'(ti) hanno il 
medesimo segno; e poiché si ha dalla (18) : 

Bì ricava : 

A") < 0. 

Ma allora la serie (16) rappresenla una radice dell'equazione (13), minore 
di M e vicina ad u più di ogni altra radico della (13) stessa, minore di u (n. 17). 
Poiché per le ipotesi falle, tra u e g! non si annulla mai F^x) ed essendo per 
la prima delle (17): 

?<« 
la serie (16) rappresenta proprio la radice p. 

ao. Il problema ora risoluto conferma aplendidamento che il teorema di L a- 
grange: «La radice che si sviluppa iti serie di Lagraage è quella di modulo 
minimo fra le radici dell'equazione data* non è affatto vero; giacché la serie 
(16) lungi dal rappresentare la radice di modulo minimo dell'equazione (13) può, 
con una conveniente scelta di « e fc, rappresentare tutte lo ladici reali e sem- 
plici della (13) stessa. 

Cagli, Ottobre 1905. 
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il mUU DI LIK SULLE SUPERFICI E CHE POSSONO IN PIÙ MODI 
COlfSIDERARSI COME SUPERFICIE DI TRASLAZIONE 



DoTt PIETRO MERCATANTI 



Poche voltfl, io eredo, nella Storia delle Matematiche aworrft di imbattersi in 
00 esempio cbe cosi bone iltostri il proverbiale gutta caoat tnpidem, come quello 
offerto dal teorema di Lie stille saperficìe che in più modi posBono rigaardarsi 
come Bnperflcie di traslazione. Ciò che forma l'ogg^etto di qaesto teorema, cioè lo 
■tratto legame esistente fra il problema della determinazione delle superficie p!& 
rolle di traslazione ed il teorema di A b e 1 sugli integrali sbeliani di prima 
specie relativi ad una curva algebrica, rappresenta infatti una verità delle più 
riposte, dal Lie dapprima appena intravista e quasi divinata, perseguita poi 
costantemente, pazientemente per il lungo periodo di 25 anni, e finalmente affer- 
rata e strappata dall'oscuro velo che la ricopriva. 

Tla dal 1869 l'attenzione del Lie fu, corno narra egli stesso, attratta dallo 
studio delle superficie dì traslazione, e solo incidentalmente, studiando una ape- 
cfiUe trasformazione dello spazio In sé stesso , fu condotto alla ecoperta di una 
estesa classe di superficie che possono generarsi in infiniti modi per traslazione 
di una curva: più tardi la stessa rappresentazione gli forni esempi di superfìcie 
cbe in due modi possono considerarsi di traslazione. 

Nel 1882 egli, dopo calcoli laboriosissimi, pervenne alla determinazione com- 
pleta dello supertioie di questa specie: non ancora però era riuscito a spiegarsi 
l'intima ragione del nesso che qucsio superficie mostravano d'avere eoo una certa 
curva algebrica di 4<» ordine. 

Fu nell'inverno 1891-92 che , avendogli il teorema di A b e I , conveniente- 
mente applicato ad una curva di 4» ordine, fornito una estesissima classe di su- 
perfleie di traslazione a generazione molteplice, egli ebbe l'intuizione cbe ap- 
puito nel teorema di A b e 1 risiedesse l' intimo nesso intravisto. 

Da qoet tempo i suoi studii furono diretti a questa meta, e alfine pervenne 
alte dimostrazione del suo teorema, secondo il quale con una conveniente appli- 
TOL. xuv. 16 
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cazione del teorema di A bel si ottengono efrettivanietite tntte lo anperficie che 
in più modi possono considerarsi come sapcrficie di traalazione. 

Tnttavia il lavoro del L i e ai presenta talora involuto ed oscuro. Recente- 
mente to Schoffers ha ripreso perciò la questione, e ha dato del toorema di 
L i e Dna elegante dimostrazione puramente analitica : egli per6 ha tralasciato dì 
considerare i varli casi particolari che possono presentarsi » la cui discussione 
minuziosa forma uno dei pregi pib caratteristici del lavoro del L i e. 

Non credo qtiindl Inopportuno, dato l'interesse che l'argomento ispira, il riu- 
nire,. coordinare ed esporre con brevità e chiarezza i bel risultati dovnti al pa- 
ziente lavoro del Lie, puro adottando nella dimostrazione del teorema princi- 
pale Il metodo di Schef fera. 



Come è noto, si indica col nome di snperflcìe di traslazione ogni superficie 
generata imprimendo ad una curva qualunque {curva generatrice) un movimento 
di traslazione, cioè in modo che, mentre un suo punto scorro lungo una seconda 
curva (curva direttrice), essa si mantenga sempre parallela a sé stessa. Una su- 
perficie di lai natura può rappresentarsi evidentemente mediante le equazioni : 

Ìx = ipi(u) + ij-id)) 
y = (?.(«) + W^) 
Z = .fjlu) + ^,(v) 
ove con : 

« = <f,(«) P = CfC") « = <Fj{m) 

b1 sia rappresentata la curva generalricc, e con : 

ic = +,(") y = *.(«) 2 = *.(") 

la curva direttrice. La forma stessa delle (1) mostra immediatamente che la stessa 
Bupcrflcie può pensarsi generata mediante uno scorrimento traslatorio della se- 
conda curva lungo la prima; che, in altri termini, oltreché le linee v=cost., anche 
le linee u = cast, sono fra loro egaall ed egualmente poste. 

I coseni di direzione della tangente a ona v=eo«t. sono proporzioDalt alle 
quantità : 

Sx Su dz 

s=f,w /„ = »•.(«) /. = ,» 

che dipendono dalla sola u: dunque, come del resto è evidente a priori, le tan- 
genti condotto alle varie linee v = coet. nei punti in cui esse sono Incontrate da 
una medesima linea u = co«(. sono tutte fra loro parallelo. Ne segic che , se 
consideriamo ciascuna v = cost. come lo spigolo di regresso di una STilnppabile, 
le oo' svilappabili cosi ottenute segano il plano all' od in una medeshna e«rva obe 
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chiameremo f,. Analogamente le lìnee u=cosl. boqo gli spigoli di recesso di 
ce' BTìlappabili che segano il piano all' oo In nna medesima curva 7,. Le ■ dae 
corre f, e Yi sono perfettamente determinate appena assegnata la snperficie (1), 
ed è facile rappresentarle analiticamente. 
Se Infatti indichiamo con 

ini 

qnmlità proporzionali ai difTurenziali: àx , dy , dz presi sulla snporflcie (1) po- 
tremo riguardare $ e ij corno le coordinate di un punto all' 03, e prociBameote 
dì quello che fissa la direzione della tangente che unisce i punti {x f^ , s) e 
{x^dx , y+ dy , « + da) della superficie (1). 
3e poniamo pertanto : 

(2) g. : )1j : 1 = ?',(«) : ?',(«) : if\{u) 

t, e 1], saranno le coordinate del punto in cui il piano all'co 6 incontrato dalle 
tangenti condotto dai punti di una linea u = coit. alle linee v ^ cast, che ne esco- 
no, e perciò la equazione : 

che si ottiene eliminando u dalle (3J rappresenterà la curva all'oc die abbiamo 
'ndicata con y,. Analogamente si otterrà l'equazione 

w,«i > 11) = 

delta carva Yi eliminando v dalle equazioni : 

5, : 15, : 1 = fiC") ■ *',(«) : *'.(«)■ 

Se, Inversamente, siano assegnate le equazioni : 

(3J ",«,,)],) = w,(g, ,»1,) = 

di due corvè all' 00 , Yi ^ Ti > If^ superficie di traslazione che sta con esso nella 
relazione sopra dichiarata non riesce completamento determinata. È facile però 
cosiraire nna equazione a derivato parziali del 2° ordine alla quuie soddisfa ogni 
siperQcie di traslazione che sta nella relazione anzidetta colle due curve asse- 
^Date. Infatti se con z = s{x , y) indichiamo la equazione ordinaria in coordinate 
cartesiane della supposta superficie, ed adottiamo per le derivate di e le nota- 
zioni di U o D g e , dalla relazione : 

dz = pdx + qdy 
dedurremo : 

p5 + 211 = 1 , 
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relazione che saasisM per ogni dii-eztoue ($ , )]) tangente alla saperflcie stessa. 
In particolare Bi ha: 



Se deriviamo questa equazione rispetto a r, ponendo mente che Si o li dì- 
pendono dalla sola u, e che si ha : 



dp Sp 3x dp Hu _^ , 
cv ox tv oy vo 



Otteniamo : 

M) *-E,?, + e(E,>ì, + 5^)],) + ()),5i, = 0. 

Se in questa relazione noi poniamo per E, e ^\^ le espressioni in funzione di 
p e 3 che si ricavano dalle due equazioni : 

pE, +51], = 1 tiJ,{E, , )),) = 

che esprimono la direzione (E, , >),) essere tangente alla superticie z = e(c , y), ed 
avere per punto all' 00 un punto della curva fi ; e similmente per E, e ij, po- 
niamo le loro eapresBioni in funzione di p e 3 ricavale dalle equazioni : 

p\ + ?>li = 1 Wi(^ > li) = 

otteniamo ana equazione della forma: 

(6) «(p , q)T + X{p , q)s + T(p , 2)( = 

che è appunto la equazione a derivate parziali di 2° ordine che volevamo sta- 
bilire. 

Il aigniflcato della equazione (1) 6 che le linee u = co»t. e v = oost. for- 
mano sulla superficie un sistema coniugato nel senso di D n p i n , ciò che per 
altro è geometricamente evidente, giacché, corno si ìs visto, le tangenti alle v = co$t. 
lungo una u = cast, costituiscono un cilindro. In base a ciò È fucile dimostrare 
che, inversamente, ogni superficie integrale della equazione (5), se non i una 
aoiluppabUe, 6 certamente una saperflcie di traslazione che sta colle due curve 
assegnate (3) nella relaziono voluta. E infaiti sulla supposta superficie integrale 
S consideriamo le due famiglie di curve definite dalle equazioni : 

w,(S, ,>],) = »o,(E, , )),) =■- 

e che chiameremo rispetilvamentc curve k, e curve kg. Poiché a causa della (4) 
queste due famiglie di curvo formano sulla superficie S un sistema coniugato, 
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la sTÌIappabile circoaorìtta alla Boperflcle Inngo ana le, avrft per sue generatrici le 
tangenti condotte per 1 pnnti di fc, allo ft, che ne escono; esse si appoggeranno 
qoìddi alia carva i,. Ma ee noi sapponiamo che la snperficie S non sia svilup- 
pabile essi stessa, la sviluppabile circoscritta sopra considerata non polra «on- 
tenere la curva fi > giacché essa sviluppabile varia al variare della curva k^: 
perciò tutte le generatrici delta suddetta sviluppabile incontreranno y, in un mede- 
simo punto, cioè la sviluppabile stessa snrii un cilindro. Pertanto, se assumiamo 
sulla superficie S a linee coordinato u = cott. e v = coat. rispettivamente le fr, 
e le k,, i coseni di direzione delle taiigenli a una v - cost. non dipenderanno 
che da u, e si avranno quindi relazioni della forma: 



e analogamente : 



dx 3y Sm , , , . , . 



iM-.fM'h'")- 



Indicando con p e dae convenienti fnnzioni di u e v, avremo danqne per 
la Bupposta Baperdcie integrale S : 

/ a;= (|p.,(«)<i« + <ìf,(<,)d»| 

(6) « = jlpa,(«)<i» + op,(»M»| 

I «=J|p«,(u)J« + of,(i;)ii»l. 

D' altra parte le condizioni di ìntegrabilit& ; 






(, = 1,2,3) 



So , da 



dalle quali si deduce : 



Pertanto p è funziono della sola u,u della sola v\ quindi le (6) rapprcaenlano 
appunto uua superficie di traslazione. 
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Come si è gìh detto, ogni Eaperflcie generata dalla traslazione di una corva, 
e che quindi contenga ce* curve e, eguali ed egualmente poste, ammette di ne- 
cessità una seconda generazione di tale natura, contiene cioè una seconda fami- 
glia di cc^ curve e, eguali ed egualmente poste. Ora possiamo domandarci se 
esistano delle superficie di (raslazione che oltre le due generazioni anzidette 
possano in aliro modo generarsi per traslazioDe di una curva, o cbe, in altri ter- 
mini, contengano più di due famiglie a' di curve eguali ed egualmente poste. 
E appunto il problema della esistenza e della determinazione completa di que- 
ste superficie, che forma l'oggetto delle interessanti ricerche del Li e. 

Per quanto s'è or ora osservato è chiaro che il numero delle generazioni 
traslative che può ammettere una superlieie è necessariamente pari o infinito. 
Cosi se una superficie pu6 generarsi per la traslazione di una curva e, lungo 
una curva c^, ed anche per Ta traslazione di una curva e, lungo una curva c^, 
essa potrà pure generarsi per la traslazione di c^ lungo e, e di c^ Tungo Cj. 
Allora da un punto generico dì questa superficie usciranno quattro curve rispet- 
tivamente eguali ed egualmente poste ulle e, , Cj , e, , c^, e che designeremo con 
queste stesso lettere. Se rispetto alle curve e, o c^ si opera come si 6 già fatto 
superiormente rispetto alle curve e, e e, , è chiaro che la supposta superficie 
dovrà essere un integralo comune alle due equazioni a derivate parziali del 2° 
ordine che si ottengono dalle : 






ponendo per ogni coppia Ej , )]i (£ = 1,2,3,4) le loro espressioni in funzione di 
p e q ricavate dalle equazioni : 

(7/ P 5^4 31)^ = 1 Wj(E, ,))() = 

essendo : 

«((?* n,) = 

l'equazione dulia curva Yi secondo cui ii piano all'oc è segato da ogni sviluppa- 
bile che abbia por spigolo di regresso una curva c^. 

Il problema proposto può dunque formularsi cosi: < Determinare, se 6 pos- 
sibile, nel modo più generale le quattro equazioni ; 

W((5( . »1() = (1=1,2,3,4) 

in modo che le due anzidette equazioni a derivate parziali del 2° ordine am- 
mettano almeno una superficie integrale comune non sviluppabile >. 

Il caso delle superficie sviluppabili si esaurisce a parte col seguente teore- 
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ma: «Ogni superfìcie sviloppabile che sia anche di traslazione è necessariamente 
OD cilindro. Infatti se nna snperficio pud generarsi inedianle ìn traslazione di 
una corva e, la sviluppabile circoscritui alla superficie lungo la e è un cilindro: 
d'alira parte ogni sviluppabile circoscritta ad una superficie sviluppabile coin- 
cide necessariamente con essa. 

SI 6 detto pocanzi che da ogni punto generico di una superficie della spe- 
eìo richiesta escono quattro curve e, ■ Cj , Cj , e,, ciascuna delle quali appartiene 
ad ana Tamiglia di oo' curve «guali ed egualmente poste. Ora è nell'indole stessa 
della cosa che le curve e, e e, siano Tra loro distiiiio , e cosi pure le e, e i^^: 
però non b escluso che possano coincidere le e, e e, , che cioè la superficie 
possa essere generata con due diverse traslazioni (lungo e, e lungo c^) dì una 
medesima curva e,. Ebbene, si può dimostrare che in questo caso la superflcie è 
necesearìa.inente un cilindro. Infatti In tal caso le (7) diventano : 

rS,5, + »(E,ii» + Mil + *1i'!. = 

Tifit + s(l,yu + E4I],) -t- (>],»3« = 

dalle quali risolvendo si trae: 

( = 



-h '-'' 



cioè la supposta superfìcie è sviluppabile, e quindi, pel teorema precedente, ci- 
liadrics, 

Ogni cilindro può sempre considerarsi in infiniti modi come superflcie di 
traslazione, ma la loro considerazione non presenta interesse alcuno: d' ora in 
poi potremo quindi limitarci a ricercare le saperGcìe della specie richiesta non 
srilappabili, e snpporre quindi anche che le quattro carve e, , Cj , e, , e, uscenti 
da un loro punto generico siano distinte. 



Le due equazioni a derivate parziali del 2" ordine, dalla cai integrazione 
siinaltaDea abbiamo visto dipendere il problema che ci occnpa, non hanno in 
generale alctin Integrale comune. L' esistenza di nn tale integrale 6 subordinala 
a certe condizioni di Integrabilità che limitano la scolta dello quattro curve al- 
I'» T, (i = 1 , 2 , 3 , i). Per dimostrarlo il L I e fa un caso particohtre : suppone 
di scegliere per le curve 7, , fj , Tg tre rette, e dimostra che, aEQnchè allora le due 
eqnazioDi in discorso abbiano un Integrale comune , è necessario che anche la 
corva Yt sia una retta. 

In effetto, sapponiamo che le rette fi 1 Ys 1 Ts siano gli assi dei tre fasci di piani 
x-toit. ,y=-eogt. ,z = coat.. Le equazioni delle due rette all' 05 y, e y» rieul- 
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tano allora rispettivaniente : 

S, = II, = 

quindi la prima delle (7) bì rìdace a: 

< = 
e perciò la seconda di CBse può scriversi: 

(8) t-SjE. + *1,1* - 0. 

D'altra parte per la retta f^, avendosi 

dz =0 dz — pdas — qdy = 

si ottiene : 

pEa + gil, =0 

in virtù della quale la <8) pnò scriversi: 

qr^—ptJii = 0. 

Il sistema delle dae equazioni (7) si ridace dnnqne, nelle ipotesi fatte, a : 

1 . = 
(9) 

( }«!, -pili, = 0. 

La prima di queste ci dice ctie la equazione delia supposta superllcie iate^ale 
deve avere la forma : 

« = X(») - Y(j,). 

Introducendo questo valore nella seconda delle (a), qnesta diventa ; 

i^ X'Y" 

e poicbè le fanzioni -^ e -^^ dipendono rispettivamente dalla sola x e dalla 

sola y , e possono quindi considerarsi come fanzioni della sola X e della BOla Y 
rispettivamente, ponendo: 



3._»(X) 
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Or», pofcliè per ipotesi te Itnce c^ nou sono elio le sozioni fatte stilla super- 
ficie dai piani e =■ cast. , e d'altr» parto Bapplamo che lungo una r, le tangenti 
alle lince e^ sono tutte parallele, saranno ■rj^ e Ej, e quindi anche il loro quoziente, 
funzioni di Z = X - Y : dovrà aversi dunque : 



3lX , Yj 
che può scriversi : 



Es8cn<to il primo membro funziono della sola X , il secondo della sola Y, do- 
vranno riflursi ambedue ad una medesima costante k. Troviamo pertanto per 
* e V espressioni dell» forma : 

* = ae*» V = Je*« 

ove a ,^ , k rappresentano tre costanti arbitrarie. Abbiamo dunque : 

1^ = 0." ^=f^- 

ovvero : 

= ae** — = èe" 

dX dY ' 

lo quali con una prima integrazione forniscono : 

(IO) X' = -^ et> + a, Y' - |- e^ + ?, 

a^ e /5, designando due nuove costanti. 

Di qui possiamo subilo dedurre clic anche la curva -^^ è una retta. In ef- 
fetto sostituendo nella equazione : 



PU ' g»!* 



il valore Irovato di Z : 



otteniamo : 



X'c^ - Y'i;, = 1 
la qaale ioaieme coli' altra gi& trovata: 

Y'X"E^ - XT"»), = 
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per risoluzione fornisce: 



X'Y" Y'X" 

' X"Y" - Y"X" ^'* " X"Y" - Y'»X"' 



sostituendo qui i valori (10) si ha : 



* a, gè 
; quindi 



* ~ a,^^ - p.ae*^ '" «,■;«*'■ -^,':ie»* 



«iEt + Pili -1=0 



ciò che appunto dimostra la curva •(^ essere una retta. 

Cosi resta dimostrato elio affinchè le duo equazioni a derivate parzinlì (7) 
possano ammettere un integrale cornane deve neccssariamenie esistere una cena 
dipendenza tra le quattro curve fj. Ma proseguiamo i calcoli relativi al caso 
particolare in discorso, i quali ci condurranno a risultati interessanti. 

Dividendo le due equazioni (IO) per — e ~ rispettivamente , possiamo 

scriverle: 

I rfe"*^ , .. 

I = - a.ke " ~ a 

1 dx 

[ dy 
dii cai con una seconda integrazione 8i ottiene : 

« t -2- = A«-"'" 



A e B essendo due nnove costanti. 
La equazione : 

z = X -T 

della snperiicie cercata, clic può nnclie scriversi : 



dunqno necessariamente la forma : 



5l* 
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ovvero ; 

Applicando a questa superflcìo la tnisformaziono lineare; 



ciie non ne altera il carattere traslatorio, possiamo ricondurre la sua equazione 
alla forma : 

ove rt , 6 , e , d designano quattro costanti. 

Ora per ipotesi sulla snperflciu (II) le sezioni fatte coi piani di clnscuiio 
(lei tre fasci a; ^ eoal. , y -- cost. , z = cast, sono curve eguali ed egaalinente po- 
sie; re sogDo che sulla superflcìo (L2) saranno curve eguali ed egualmente poste 
le sezioni fatte coi piani di ciascuno dei tre fasci : 



a;, — », = cost. y^ ■= cosi. z, = co»t. 

Mii poicliè la (12} 6 simmetrica rispetto ad Xi » J/i > ^i > ^"^ segue che aucho i fa- 
sti di piaui : 

z, — y, = cost. Vi — ^i - cosi. a, = cosi. 

scolleranno le superflclu (12) secondo curve eguali ed egualmente poste. 

Dunque le Buperficic (12) contengono sei famiglie co' di curve piane eguali 
ed eguahncnlc posie; queste sei famiglio sono inoltre a due a due coniugale nel 
senso di D u p i u. Infuiti per ipotesi la superficie (11) può generarsi per trasla- 
zione di una curva del fascio y = cosi, lungo una curva dei fuscio x = cost., 
cioè questi due fasci di curvo sono coniugati nel senso di Uupin: no segue, 
puicliè le trasformazioni proiettivo conservano i sistemi coniugati, che anche lo 
curve dei due fasci : 

»![ — «, = cost. j/, = cost. 

sono coniugati sulla superflcìo (12): a causa della simmetria della (12) rispetto 
'^ ^i 1 ?i I ^1 I saranno allora coniugato sulla (12) anche le curve dei due fasci : 

«1 - y, = cosi. a;, = cost. 

e i|uclle degli altri duo r 

y, — X| = co8t. «I = cost. 

Possiamo dunque enunciare il teoiemii: « Se una superficie può generarsi pef 
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traslazione di una curva piana e, lungo ana carva piana Cj ; ed anche per tra- 
Blnzionc di una terza curva piana Cj lungo una curva c^, anche questa curva 
c^ Bara piana; ed inoltre la supcrflcic siossa pt\rk anche, generarsi per trasla- 
zione di una quinta curva piana c^ lungo una sesia curva Cg anch'essa piana »- 

Uà ora ò notevole eho lo euporfleic (12) della specie in discorio, possono in 
nflniti modi considerarsi come superfìcie di traslazione. Per diinostrarlo il L i e 
fa uso di una speciale rappresentazione dello spazio in sé; e fu cosi anzi che 
per la prima volta egli s'avvide che i pinni e i cilindri non sono le solo super- 
ficie che possano in infiniti modi generarsi per traslazione di una curva. 

La rappresentazione in discorso si ottiene ponendo : 

3;' = Ioga: S'' = logy a' = Ioga. 

So consideriamo nello spazio S'^(a:' , y' , z') una curva tiunluni|ua di e- 
quazioni : 

X' = «(() j,' ■= f (() z' ^ v(/) 

dalle equazioni: 

x'-i{t)i-a y^fO + f" 2' = 7(0 + e 

facendo variare In tutti 1 modi possibili 1 tre parametri a ,b , e , otterremo tutte 
le a* curve che si ottengono da essa mediante una traslazione. A queste curve 
la nostra rappresentazione fa corrisponderò nello spazio S ^ (e , ^ , z) lo curvo 
di equazioni : 

a;=eVl'' y^eV' 2=eV'J 

le quali ei ottengono tutte da una di osso, p. es. la: 

a; = e^t'i y = e^i'i z ^ ef''> 

nicdianto trasiorm azioni proiettive della forma ; 

Sx, = Ax y, r.: Dy z, = Cz 

(A , B , C , costanti). 

Possiamo dunque dire che: * Due curve dtlio spazio S' sono eguali ed pgnnl- 
mcntc poste allora ed allora soltanto clic corrispondono n duo curve dello spa- 
zio 8 trasformabili I' una nell'altra mediante una trasformazione della forma (I3J, 
la quale trasforma in &è sicssi i tre |iiani coordinati e il piano all' infinito >. 

Due curve deducibili 1' una dall' altra mediante una trasformazione della spe- 
cie (13) le diremo affini; in particolare due rotte saranno afHni quando segano 
secondo il medesimo rapporto annrmonico le faccìb del tetraedro formato d.ii 
tre piani coordinati e dal piano all'oo; quando cioè appartengono al medesimo 
complesso ietraedrale fra quelli cho hanno il detto tetraedro come tetraedro fon- 
damentale. 
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Ciò posto, 6 chiaro ohe nna Biiperilcie dello spazio 8' conterrà nna serie oo' 
di curve eguali ed egualmenle posto, ogni volta che la san corrispondente dtillo 
spazio S coiilcngu ana serie od' di carvo afflai. 

Se ora consid(.'ria[no non eapet'ficie dello spazio S' clic abbia per equa- 

(U) ae'' + 6e*'-f ce'' + d 

(a , b , e , d , costanti) 

ad essa nello spazio S corrisponderà il piano : 

ax f fcy + ce + rf = 0. 

Ma, come 6 noto, un pi.ino generico contiene sempre oc' retie dì ogni complesso 
iciraeUrale, rette clic Inviluppano una conica. In particoìaro dunque il nostro 
pinno conierr& ce' rette (inviluppanti una conica) di ciascuno degli oc' complessi 
tciraedrali che hanno per lotraedro fondamentnle quello formato dai tre piani 
coordinali e dal piano all' od. Ciò inuatrn appunto che In saperflclo (14) dello spa- 
ilo S' contiene »' famiglie composte ciascuna di oo' curvo eguali ed egual- 
mente poste-, cioà che essa può in inflniii modi gcnoraryi mediante traslazione di 
Dna curva. 

Del resto che le Bupcrftcie (13) possano in infiniti modi generarsi per ira- 
aiizione di una curva, discende anche fncilm&nte dal teorema di Desargucs. 
Noi abbinmo visto Infatti che bu esse esistono tre sistemi coniugati costituiti 
da cuiTj piane in piani paralleli; che quindi in particolare lo curvo all'» Yi > 
Tu Tu Ti ■<"'o quattro retto. Consideriamo ora la rotta g in cui il piano all'oo 
è segato dal piiino tangente generico della supcrileie , e siano H, e B, i punti 
ìli cui essa è Inconlrntn dalle due direzioni asintotiche; allora la coppia dì punti 
H, e H| sarA situata armonicamente sìa rispetto alla coppia di punti 17,17) e (Yj?) 
sia rispetto all'altra (fg!?) e (74^): H, e Hj Bnranno quindi i punti doppi della 
involuzione individuata da queste due coppie. D' altra patte queste duo coppie 
di punti fanno parte della involuzione che, secondo il teorema di Desargucs, 
viene segnata sulla retta g dal fascio di coniche avente per punti base i vortici 
del quadrangolo di cai Yi , l'i e 7, , y* sono coppie di l^ti opposti. Ne segue che 
H, e H, sono i punti doppi della involuzione di Desargues, cioè che essi 
sono situati armonica munto rispetto alla coppia di punti In cui la retta g sega 
un.i conica qualunque di questo fascio; ciascuna di queste coppie di punti all'oo 
iiidiridua quindi sul piano tangentu della supcrilcìe una coppia di tangenti coniu- 
gate nel senso di Dapin. Ciò mostra che ì cilindri circoscritti alla nostra su- 
perHcic dai punti di una di (|ucste coiiiclic segnano sulla superficie eolla loro 
linea di contatto un doppio sistema coniugato nel senso di D u p i n , e che quindi 
la suporScie stessa può. generarsi ogni volta mediante la traslazione di una curva 
'e cui tangenti segano il plano all'oo secondo una conica di quel fascio. 

Resta cosi dimostrato che le due equazioni a derivate parziali (7) non pos- 
iono ammettere un integrale comune se fra le quattro curve assegnale Yi ' T> i 
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Ts I Ti l'O" BnsBistono delle speciali relazioni, le quali troveremo fra breve io tutta 
la loro g:enerali(&. Ii] pnrticolaro sappiamo per ora che le (17) ammettono un in- 
tegrale comune se le curve v^ sono quattro rette ; come pure se f, e f j sono i 
due rami di una conica, e Ya i Tf* i i""™' ^'^ u"* seconda conica: in ambedue que- 
sti casi le superfìcie integrali possono in infiniti modi considerarsi come saper- 
Hcie di traslazione, ed hanno un'equazione riducibile alla forma (14): anzi risul- 
terà fra breve che queste supcrticie (oltre i piani e i cilindri) sono le sole che 
possano considerarsi come saiiorflcic di traslazione In infiniti modi. 



Neil' inverno 1869-70 la trasformazione Io<;arilmica gik sopra adoperata fornì 
al II i e un nuovo esempio di superficie clic posso::© in ijuattro modi generarsi 
per traslazione di una curva, È noto infaUi che, se una quadrica rigaia è cir- 
coscritta ad un tetraedro, ciascuna dulie sue due serie rigate appartiene per in- 
tero ad uno degli oo' complessi telmedrali aventi il tetraedro stosso come tetrae- 
dro fondamenlnlo. Consideriamo _pertaiito una quadriea di equazione: 

Axy -t- Byz + Czx + Da -t- Ex -f Fi/ - 

la quale è circoscritia al tetraedro formato dai tre piani coordinati e dal plano 
all'i»: ciascuna delie sue due serie rigato costituirà, per quanto e' è detto, una 
famiglia di co* curve affluì. Ma è' facile vedere clic la quadriea stessa contiene 
altre due fam:g:IÌo di tate natura. Perciò applichiamo alla nostra quadriea la tra- 
sformazione involutoria deflniin dalle cqnnzionì : 



con die otiorremo una nuova qun<lrìca: 

DviTy + Ehjz -r Yjzx -1- A/.(u; + B/vx -i- C'ù.ij = 

circoscritta ani:1i' essa al solito tetraedro. Ora noi possiamo scegliere le costanti 
/,[»,v in guisa die la nuova (juadrica sia identica alla primitiva, bastando as 
sumere porcili : 

. _ F D _ DE _ E-F 

D'alira parte, mudianto la trusfennazione involutoria (15) un piano qualunque 
si trasforma in una supei'liciu di terzo grado; in particolare lo due rette in eui 
la quadriea primilivu era a-gata da un suo piano tangente si trasformeranno in 
una coppia di culiictic gobbe giacenti sulla quadriea modesima. La quadriea con- 
siderata contiene dunque duo famiglie costituito ciascuna di oc' cubichn affini 
come risulta osservando clic, a cnu=a disila permutabìliiA della liasfurmazione (IS) 
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c»n ogni trnsformaziono della forma: 



essa cambia carvc affini in curve pure affini. 

Applicando pertanto alla quadrica considerala la (rasformazìoiie logarit- 
mica : 

a;' = log X y' - logy z' - Ioga 

essa si. trasforma in una superficie di equazione: 

Ae*'-*" + Be^+=' + Ce''+^' + De'' + Ee*' + Fé»" = 

la quale contiene quattro famiglie distinte costituite ciascana di co< cttrvc eguali 
«■d egiijilmentc poste. 



Fu però ncir inverno 1891-92 che il L i e fece la scoperta piil importante in 
rapporto col problema di cui ci occupiamo, osservando come infinite superficie 
della specie richiesta (cioè con molteplici generazioni traslative) fossero fornite 
assai Bemplicemente da una conveniente applicazione del teorema di A bel. 

Consideriamo una qualunque equazione di quarto grado nelle due varia- 
bili a e ^; 

(16) F(a , P) = 

la quale, quando si riguardino a e p corno coordinate cartesiane sa di an piano, 
rappresenta una cnrva di quarto ordine: ed indichiamo con: 

, , foda ,, , f'^.(a , , f'rfnt 

?(«)=) pT- *(') = ] f- ^^'^=IfV 

ì tre integrali abeliani di prima specie relativi a qnesta equazione. Se con : 

(', t P.) («1 . f.) ('i . hi (». . P.) 

designiamo i quattro punti di intersezione delia curva (16) con una retta varia- 
bile r, ii teorema di A b e 1 relativo ajrU integrali abeiiani di prima specie , ap- 
plicato al caso in discorso, fornisce : 



■ f(a,ì + 5(1.,) t ?(»,) -I- J(«.) = 
(17) . i *(«,) + 'K«.) + ♦(<".) + iK".) = » 

' z(<",) + ■'(«>) + •/.(«,) + X(".) = 
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quando si intenda die per limiti inferiori del quattro intcj^rnli elio compariscono 
in ciascuna di queste relazioni si siano presi i valori di a nei quattro punti di 
ìnlerseziono della curva (16) con una retta flsBa. Al variare della retta r, po- 
tremo considerare a, e a, come variabili indipendenti, ed a, , 'x^ come funzioni 
di esse: Infatti assegnati a, e a,, restano mediante la equazione (Iti) determinAtl 
^, e ^, e quindi due punti della curva di i" ordine per cai passa la retta r; 
onde anche gli altri due punti di intersezione riman^fono detcrminati , e però 
anclie 1 valori di a, e a^. 
Se poniamo pertanto : 

■ X ^ 5(«.) + ^(a,) 

(18) j ff = (Ka,) + +(»,) 
( z = )['«.) ^ X(«*) 

queste equazioni ci rappresenteranno una superficie di traslazione su cui lo lince 
a, = cast, e Sj = cosf. sono duo famiglie coniugate di lince eguali ed egualmente 
poste. D'altra parte a causa delle (17) potremo scrivere le (!d) anche sotto la 
forma : 

' a = - 5(a,) - (p(aj 

(19) \y = - *(«>)- ^Ciì 

I 2 - - >l(«s) - 7,('J 

la quale mostra che sulla superficie stessa anche le linee 7, = cosi. 6 a^ = coit 
costituiscono due famiglie coniugate di lince uguali ed egualmente poste: la su- 
perficie rappresentata dalle (16) può dunque almeno in due modi considerarsi 
come superficie di traslazione. 

Glie le (ISj rappresentino una vera superficie e non una curva risalta dal 
fatto che i tre integrali abeliani indipendenti : 



{Ida. I^da [da 



non soddisfano a nessuna relazione lineare a coefficienti costanti: infatti le (18) 
possono scriversi : 

X = u t- t> 

I j = A(«) + B(«) 

« = C(») + D{o) 

) se esse rappresentassero non una snperficfe ma ana eurva si avrebbe : 

v = ù(^) » = a,(x) 
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di cai In prima p. cs. sì scriverebbe : 

A(u) + B{i., = Q(H + v). 

Ha derivando rispetto ad h si iia di qui : 

A',«} = QV« + v) 

derivando risputlo a t>: 



B'(t.) = Q'(« f V) 
onde ; 

A'(«) = Kiv. = it 
COI) k coalante: quindi : 

A(w) ^ kit + A, B(u) = kv + ht 

con A, o A, costanti; cioè esisterebbero delle relazioni lineari s. coefflcienii co* 
BtsDli fra gli integrali abeliani indipendenti : 



hdi ( ^da Ida 



È facile ora riconoscere elio le quattro curve all' » f, , Ti » Yj i T4 1 relativo 
alia superflcic (16) sì riducono in questo caso ai quattro rami della curva di 
40 ordine (16). Infatti dalla (18) si Ime: 

^^^ ' Ij; -»'<'■' '*'"''^ ■''<'•' = '.--' 
^^^'s^^'W^*'^'-'^ '■'''•' = '-'-' 

e relazioni analoghe si traggono dulie (19): ne seguo che ogni coppia (7| , Sj) 
coincide cullo ccordìnaio {\i ,iii) di un punto variabile sulla curva all' oc Y{, e 
ciò mostra appunto che le quattro curve y, costituiscono complessivamente la 
carva di 40 grado : 

P(a , g) = 0. 

Possiamo danqne diro in parilcolnro: < So le quattro curve fj Bono i quattro 
rami di una curva algebrica di 4° ordino , le due equazioni a derivate parziali 
(7) banno certamente degli integrali comuni *. 

VOL. XLIV. 18 , 
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Yonismo ora alln pnrte più importante delle ricerche di Lio, dimoatrnndo 
che, inversamente: < Se le due etgaazioni a derivate parziali (7) ammettono un 
integrale comune, le quattro curve Y( debbono ridursi ui rami di una curva al- 
gebrica di 4° ordine. » 

Per questo poniamo con Scheffers: 

^1 _ Il _ ?ia _ 'l» _ 

s;-'* Tr'' 5,-'^ xr'*' 

Con ciò le duo equazioni (7) si muteranno nelle altre : 

( r + (T, + Tj)s + ì,V = 
(20) 

( »■ + (t, + T,)« + T,T^( = 

e le {7,i' diverranno : 

( P5( + 9'^ili = 1 ^iCu . ti) = 

(20)' 

( (1=1,2,3,4) 

dimodoché II problema della ricerca delle superfìcie che in più modi possono 
considerarsi come supcrtlcic di traslazione pad enunciarsi analìticamente sotto ta 
forma segnento : 

«Determinare, se ò possibile, le quattro equazioni Qj'£|,i,^= 0(f = 1,2,3,4) 
in modo die ricavando dalle (20)' ^f e ', in funzione di p e g , a sostitaondo 
questi valori nelle (20), le due equazioni a derivate parziali del 2° ordino in cui 
le (20) cosi ei trasformano, ammettano un integrale cornane non sviluppabile > — 
In altri termini, sappiamo gi& che il problema è solubile solo sotto certe condi- 
zioni di integrabilità, che limitano la scelta delle curve fi cioè delle equazioni 
Qf[ìi , -,) ; ci proponiamo ora appunto dt trovare queste condizioni di Integra- 
bilità. 

Risolviamo perciò le (20) rispetto uà r e a t: otterremo: 

(21) r = Us t = Vs 

ove si è posto per brevilfl : 



(22) 



^ - t» + ^3 + % 
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D'altra parie, le qaantlti r ,a ,t debbono soddisfare le relazioni : 



(23) 






Sy ex 
Ora, avendo noi sappoato che la Ipotetica superficie : 

integrale coniane delle (20), (20)' non sia sviluppabile, iivrà : 
dp 



ex 



eq 



+ 



CIOÈ i' e 9 saranno funzioni dì x , ;/ fra loro indipendenti; possiamo quindi fare 
QD cambiamento di variabili, prendendo come tali p a q, la tale ipotesi le (23) 
si scrivono : 

, dr dp ir iq^Sa dp f» Oq 
\ ip Sy 'dq Sy dp dx dq £x 

ì ^ Sp cj^ cq_H cp^ dt dq 
\ dp dy iq dy dp dx dq dx 



Ss a» dt dt 

dp dq Sp dq 



Introducendo in queste relazioni i vnlori ('21), otterremo due equazioni lineari 
i" ri — 1 ^^''^ risolute forniscono : 

op cq 



é^log s _ 

dp~- 



Ì?t V — 
d logs _ dp dq 
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Dunqao perchè esista 1a funzione »{p,q) & necetsarto che al abbia: 

/'V.„iV\ /tv,„svx 

s / 
(24) 



lq\ 1-UV /~Sp\ 1-UV /• 



Vedremo die questa condizione cEpriinc appunto che le quattro curvo Y^ sodo i 
lami di una luedeslma curva di i" ordino. 

Per calcolare ia condizione (24) rammentiamo ciic U o Y sono funzioni delle 
Tj secondo ie formule i'i'i) , e che le i^ Bono funzioni di p e q defluite dalle 
equazioni : 

(25) . yS, + ,T,5,= l a,(5,,T,)*0. 
La prima di osse per derivazione fornisce : 

Molliplicando ijucsio due cqDnzioni repcuiviiniciue per 

e BDoimando, co) tener conio che a cnuea della seconda (25) ai lia: 

'•^(.P iq)~ Op iq àq ip 
Otteniamo : 

iq ~ ' ip 
ovvero, indicando per bieviib con ncccnii le (Jcrivaziunì rispctro ap; 

(26) ^=-i^'i' (t = 1 , 2 , 3 , 4). 
Derivando ora la seconda delle (-22) si ha in primo luo^o: 
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ove si è posto per breviii ; 

/ ('t - '.X'i - V = ", 
\ C'i - '.X'i -%) = «. 
1 (I4 - ',Xi, - -,) = ', 
\ C'. - ',)('. - -.) = »•• 



(27) 



A causa di (:!6) si ti.i quindi snoiie.: 

Abbiamo perlaoto : 
(28) (T,T, - V.)' (^+15) = L'i--! + B)'V 



D' altra parte si ha : 



t, + u — v: 



■..'. - Vi 



-.'i-V. 



'.'.-V. 



onde la (28) diventa ; 
(28)' (V.-V.l"(5-'-l'=-^) = 

= «laiC^'.T, i T',T,) - 9,^4(1^4 + iVi) 

= e, - -.X'. - '4X'. - -.)('■ - -4) h'.'i + ;'.',- ''.-4 - ''4-. 

Cosi pare, derivando la prima deiie ('J2) sì Ila anzitatto : 

<-,'.-V4) 

quindi a cansa di (26) : 

9U 
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e perciò: 



(29) (T.t, - v,)« (1^+ V~) = - VM,{1 - t,V)-', + «,(1 - T,V)i'.i - 



D'altra parto si ha: 

l + t.V = 



.?3 



1 + T. V = i 1 )- T.V = 

V.-Vi M-, ■.-4 

onde la (29) diventa : 

(2!»)' f-,-, Vj'f?-^+ V3-H)=(T,_T3l(T.-M)(T,-T,)(t,-T,}|Vl(l', ^t',)-T,VV, + T'.M■ 

Inoltre le (23) dannno dlruttumonte: 

(30) (T,T.- V,)M -UV, =(T,-'t,)(T, ~Tj)(T,-Ta)fT,_-T^l. 

Dnllo (28' (2Jt)' (;tO) otlonìamo quindi: 

iV tfV 

?^ dp _ ì|T', + TjT', -y') — v'« 






1-VV T.Tj-V« 

Oode la condiziono (ii) pnd scriversi : 

^ , v|i ^ t|T't - ' «f, - v'A ^ d_ / t,vt', +ì',) -t ,vt', 4-t'.) j 

Per eseguire te ulteriori derivazioni qui indicale, giova per mcnle alle 
formule : 
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Eseguendo cffeiitvAmente il calcolo, si trova cbe tatti i termini a due a dac ai 
distru^g-ORo, all'inTuori di quattro, talché ta coadizione (24) si riduce alla forma 
seraplicissitna: 



(31) ^^"i=0 fi- I ,2,3,41. 



Andiamo ora ad Interpretare questa condlaìone. Osservlanio aDzitntto cho, 
avendo indicato coli' accento la derivazione rispetto a p, la (31) esprime che la 
somma delle t,. è di primo grado in p\ si ha cioè : 



^Tj -r-ap^ ^. 



ove a e ^ sono fanzìoni della sola q. Se deriviamo qnesta reluzione rispetto a 
q, poneotlo nienie alla (26}, si ottiene ; 



Iv,= 



1 /V,A' 8a Sp 



Pertanto la somma -V ^ ^' secondo grado in p. Procedendo allo stesso modo 
troveremo cbe le somme Ix,^ o li^* sono rispottivameute di terzo e di quarto 
^rado in p. 

Indicliiamo ora con: 

(S2) 1* - (i,T* + a,T' -Ogi-i a^=:0 

la eqnazion'! : 

('-',)(' -'.X'-V(' -'.) = « 

di cai sono radici le quantità T|. Per le note formule cbe esprimono le somme 
delle potenze simili delle radici di una equazione algebrica ia funzione razio- 
nale dei coefficienti, si ha : 

iTf = a, 

Itj' = a,' - 2a, 

ST(* = a,* — ioi'af + 4a|<i, + 2flj* - ia^. 
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Folcilo f primi membri di qaoste reUzioiii sono rlspettivAmente di !<> , 2° , S'» , i" 
grado in p, ne deduciamo ohe a, , ni , a, , a^ sono fanzioni razionali intere di p, 
ciKscana di grado eguale al proprio indice, e con coefflcienti dipendenti dtlla 
sola q. 

Ricordiamo ora die abbiamo posto: 

Sostituendo nella (32), abbiamo la equazione : 

{82)' r/ - a,r,*i + o,»i*^' - Oai).' + C4E' ^ 

cui soddisfa ciaacQiui delle qualiro coppie di valori {1/ ,^t) (i = l ,i ,^ , 4); Inol- 
tre per ciascuna di esse si ha: 



Quindi net coofBcienli della precedente eqtiazione va pensato sostituito per p il 
valore : 

(33) P^^*?. 

Ha ciascuna a, è razioimlo intera di grado i al massimo, in ;>; potrem) quindi 
si^mpi-e esprimerla, dopo la sostiiaziono (33), medianto il quoziente di una Tun- 
ziono razionale intera in >] e S di grado i con coefficienti dipendenti dalla sola 
q, por E'; sostituendo nella equazione (32/, i denominatori e' si distruggono, e 
rimane una equazione di quarto grado in >| e E con coefficienti funzioni della 
sola q, alla quale soddisfa ciascuna delle quattro coppie {l, , i|,-). 

Ma d'altra parte noi sappiamo che ogni coppia dì valori (S, , tj,) deve sod- 
disfare alle due equazioni: 

P'^i + 9>Ji = 1 9itE, , Hi) = 0- 

La equazione di io grado ora trovala non pn6 dunque ossero die una conse- 
guenza di queste due; ma polche I4 prima di esse dipendo dap, mentre non ne 
dipende la equazione di 4° grada, questa non sarà conseguenza che della sola 
equazione: i[,(Ej , i],) = : e poiché questa non dipende neppure da q, altrettanto 
dovrft essere per la equazione di A» grado. 

Possiamo dunque dire che: ■ Affinchè le due equazioni a derivate parziali 

del 2» ordine (7) possano avere un integrale comune non sviluppabile, è nec«- 

aario che le quattro coppie di valori (?,■ , >]j) soddisfino ad una medesima equa- 

.. zione dì 41 grado a coeffidenli ooslantl: 0, in altri termini, che i quattro poo'ì 
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air» (E, , )!,) pcrcon-Ano una mcdcsìnm corva di 40 ordine, e perciò le quattro 
cnrve f, si ridocaiio al quattro rami di essa >. 



Qaesta condizione che qui abbiamo trovala come neceasaria, già preceden- 
iCDiente abbiamo rigconiraia svfflcientr, glaccliè b' è visio cbe applicando il teo- 
rema di A bel all'Intersezione di una roiia variabile eoo nna curva di 4" or- 
dine si ottengono infiniic solozinni del problema clie ci occupa. Ma ora dimo- 
Klriamo di pjù elio in quel modo ei otiione la snlu/Jone più generale del pro- 
blema. 

Sia infatli : 

(33) Fi E, 11) = 

la equazione assegnala di una curva all'oc df 4» ordine, e proponiamoci di co- 
struire nna superiicie contenente quattro rainiglic , a due a due conlngate, di 
earve eguali ed egualmente poste^ le cui tangenti incontrino il piano all'oc in 
punti dalla curva data. Poìeliè per mia direzione (dx : dy : dz) il cui punto all' co 
cnila snlla curva deve aversi : 

rfx : rfy : dz = E : i; : 1 

( ed T, essendo due valori soddisfacenti .illa equazione (:13), ne segue che la pìb 
generale carvit, le cui laiigenti'ei a)>poggino alla curva (33) sarà rappresen- 
tnia da : 



-. jf^d 



5 !f= PlrfS z= |?rf5 

f essendo una funzione arbitraria di S. 

D'altra parte le tangenti alle qnaitro curve generatrici uscenti da un mede- 
simo punto della supposta superficie, dovranno segare il piano all' od nei quattro 
ponti in cui L-f cnrva (33) 6 segala dalla reità all'oc: 

l>Ì + qiì = I. 

Indicando quindi con (E, ,)]() ((,= 1,2,3,4) questi quattro pumi di inlerse- 
zione, la supposta superflcio dovrà potersi rappresentare colle formule: 
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ed anche colle nltrc analo^lie: 

\ 

1 2 = - JMEs -JM^i 

ove Pi I Pi 1 fa I Pi sono runzioiii di E, , E» , Ej i E4 rispeltivamente. Se pertanto im- 
maginiamo di aver preso ì limiti interiori dcjrli intc(?raH corrispondenti ni quat- 
tro punii (E,. ,r,i) nei punti in cui la cnrva (3.1) è segata da una retta fissa, do- 
vremo avere : 

(34) y^ /?,E.dEj =0 y^ (?, VE, - y^ [? d^^ - o. 

f J ^ i ■ fi 

D'altra parto per il teorema di A bel abbiamo: 

( •' * 1( ( -"^ Il ( -"^ li 

Se quindi difTcrenziiimo totalmente tanto le (34) che lo (34)', esprimendo d^, , d^^ , 
^^3 I '^^i mediante i due differenziali indipendenti dp o dq, troveremo cho tanto 

le p( quanto le espressioni rrj- soddisfano alle tre equazioni lineari omogenee: 

i i i 

Se ne deduco che Pi , pi , pj , p* debbono essere proporzionali a: 



e poiché tanto p, che 777- sono funzioni delta sola h il fattore di proporzionalilA 

' "i 
non potrli essere che una costante assoluta. 

Pertanto vediamo che la più generalo superficie che si trova con una as- 
segnata curva air co di 4° ordine nella relaziono voluta, si ottiene dalla su- 
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perUoic : 

_fSA , fE^ 

medi&nle uim similitudine. Naturai mento ancbe tatto Io eupciflcic che si ottcn- 
pino da questa mediante una traslazione soddisfano alle conilizioni del proble- 
mn, ma esse sono gi& rappresentate dalle (<J5), giacché in questo formulo rosta 
arbitraria la posizione della rotta fi^aa che determina ! limiti inferiori degli in- 
tegrali che vi compariscono. 

Coii il problema propostoci resta completamente risoluto, e possiamo enun- 
ciarne con Lio.il risultato comò segue: 

« Ogni sapcrllclc non sviluppabile elio possa in duo modi divei'si cotiaido- 
rarsi come superficie di traslazione, può ottenersi nel modo seguente: Si assuma 
A(l arbitrio una cqua^one di 4° grado in due variabili : 

>\5 , 11) = 

e si formino i tre integrali abeliani di prima specie: 

"f'ÌK «''-I^ '-'^'^l^T 

limiiati inferiormente ai punti di intersezione della curva: F(5 , ij) =0 con una 
retta fissa. Se (E, , »i,)(i -1,2,3,4) sono i punti di intersezione della curva stessa 
con una retta variabile, le equazioni ; 

!<» = e [?((,) h !fte,)| 
' = <^\yM,) ^- t(W 

ove e b una costante arbitraria , rappresentano la più generale superheie della 
specie ricliicsla, la ({uale sarà anche rappresentabile mediante le ciiua^ioni : 

/ j;=-cl,{y + 0,)! 

( » = -ci-/.ii,)fx(yi»- 
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Termineremo con poche osservnzioni. Se la curva di 4» ordine F(E , »;) = O 

spezza in una retta ed in una curva di S° ordine, la corriapondento superB- 

:o contiene co' curve piane cganli od cf^uiil mento poste. Se la curva F(E , l) = 

spezzfi in due coniclie , o in una conica ed una coppia di retto , o in due 

coppie di rette, la corrispondente snpcrficie ha una equazione riducibile alla 

foima : 

ae" + be^ + ce' i- d = 

(a ,b , e , d costanti) 

e allora può in infiniti modi considcrarei corno superficie di traslazione, e con- 
tiene tre distìnti sistemi doppi coniugali formali di curve piane eguali ed egiial' 
mento poste. In punicolaro si può dire clic: « Una suporlicio non sviluppabile 
che possa in più di un modo considerarsi corno superficie di traslazione e clic 
contenga un doppio sislcma coniugato di curve pinne eguali ed egualmente pò. 
sic, ne contiene nitri due della stessa nniura, e può considerarsi in infiniti modi 
come superficie di traslazione ». £ son queste anzi le solo saperflcfe che possono 
in più di due modi considerarsi corno supcrlìcio di traslazione: infatti se una su- 
perficie contiene tre distinti sistemi doppi coniugati dì curvo eguali ed e.gaal- 
menle posio, e si indicano con y, i T^i ! Ys i Ti i la tlt '"^ corrispondenli curro al- 
l' oj , noi sappiamo che Yi i 7» > Ya t Y4 debbono essere i rami di una curva di 4o 
ordine, e Yi , Y» > Ts 1 Ts ' rami di una seconda curva di 4" ordine; onde tali due 
curve debbono avere nna pnrte comune costituita dai duo rami fi «Yj' * spez- 
zarsi quindi ciascuna in due curve di "i" ordine. Pjrtanto: • Una superScic può 
essere di traslazione o in un sol modo, o in due, o in infiniti >. 

Napoli, 1906. 
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DI ALCUNK PKOrRIETi AFFINI NEI GOBBI CIRCOLANTI E IN 
ALTRE CATEGORIE DI DETERMINANTI RICAVABILI DAI DE- 
TERMINANTI DI PUCHrA-NOKTHER. 



Dott. GIOVANNI MAROLLI 



Nella prima parie della presento Noi», dimostro alcuno proprietà dei deter- 
minanti gobbi circolanti. .■ ,. 

Nella seconda parto, stadio la formazione di un tipo di delerrainaoii, che 
cbiamer^ P', e no esamino le diverse proprietà, afDiii a qaelle dei gobbi cir- 
co!^ oti. 

Ci>me appendice al § 3" p. II, ho introdotto, per quanto non dirottamente 
connessa all'argomento, ami breve ostensione ai determinanti di Puchta-Noctlier 
(o determinanti P) di ana considerazione che lo Stern fece per i circolanti 
onlinari, non essendo cono il caso di farne ana speciale menzione. 

InAno al § 5", p. II, ho rilevato una singolare proprietà dei fattori in cai 
n sviluppano i determinanti P. 

Delle varie specie di delerminanti che sì possono ricavare dal determinami 
P', e delle loro proprietà, (caratteristica quella di risolversi nel prodotto di inntl 
rattori lineari nei loro clementi per quanto è il loro ordine) darò comunica- 
zione in Dna prossima Nota. 

I. 

Come b nolo, si dice circolante gobbo ìi circolarne del tipo: 
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ricavato da un circolante ordinario nel quale bì siano mutati di segno tutti gli 
elementi da una stessa parte delia diagonale secondaria. Il suo sviluppo (') è 
dato dal prodotto : 



dove 3, 7, , . . a^ sono le radici dell'equazione : 
oc" + 1 = 0. 



§ l." € In ìiii gobbo <iii:colimte, i CQinjilein'Hli algebrici <fi due dementi uguali 
e in valore aaeoluloi del medetimo segno o di eegn.!) contrario , tono pure deter- 

< minanti uguali in valore ataolalo e dello ales$o tegno degli elementi cui si ri- 
« feriscono. 

« Così, il reciproco di un gn'j'ia circolante , è un determinante del me<le- 

< timo tipo ". 

Ci basterà,, dimostrare questa proprietà per II guhbo ciroolantc C„ di 4° 
ordine : 



potendosi iigevolincnto estendere la dimostrjtzione al .c.iso dì un ordine qua- 
lunque. 

Consideriamo uuit coppia ()unlainai di lince, itd cs. la !■> o la '2"; cliiamaiido 

con 5^ il compicmcnto algebrico dell'elemento a„ tiovcremo; 



0,, : 



- 5„ «,t = S„ 



ò„ 4- 5j,j = 5,j - S,, = -S.g - ò^g = S„ - 5„ = 0. 
Infatti, per le note proprietà ;^cnericlie dei delcriu'inanii, si vcriQcaiio le re- 



(') Glaishar — Oli a special forni oT deteiminaut — Quarterly Journal of 
mathematiche. Voi. XVI, pg. 31. 
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lazioiii : 



m 



aj(S„ + S„) 4 05(2,, - 5j,) + «^(Sia - S„) - a,(S„ - B„) = 

le qnali, essendo C^-^'O, non possono sussistere cbe per: 

^11 + Sm'=0 S,, — ò,, = 3,, - 5„ = 3,^ - ò„ = 0. 

Questo, che sì è detto per la 1* e In 2* linea, si può ripetere per qaalanque al- 
Ira coppia di linee. 

Cercbintno, ora, l'espressione della derivata di nn C^ d' ordine n, rispetto a 
nn elemento a^. 

Considerando C„ come fanzionc degli elementi generici a,, , a,^ , . . , a^^ di- 
un qualunque determinante d'ordine », e questi, alla loro volta, come Tanzionì 



di 



iipplicando la regola dt derivazione delle funzioni composte, la ^ 



err& 



data da tante volte il complemento algebrico 3^ (IcH'elemeiito a^, quanti sono 
^11 elementi a^ positivi in C^ , più, tanto volte il prodotto (- S^H- 1), quanti sono 
gli clementi a, negativi del dctcrmiuante stesso, cioè in totale, d» n3,.^ per 
cai sarà : 



§ 2.0 < ÌT prodotto di due gobbi circolanti del medetimo ordine è un gobbo 
< circolante dell' ordine stetso ». 

La dimostrazione dì questo teorema procede similmente a quella dell' ana- 
logo teorema del Sonillart (') per i circolanti ordinari. 
' Avcado da moltiplicare i due gobbi circolanti: 



('] S o u i 1 1 a r t — Nouvelles Annalea de Mathémntiques, voi. 19°, agosto 1860, 
p. 320. 
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6, bt 6, , . . b„,, b„ 
b, b, b, . . . b. -b, 



-b, -b. 



■ -».-! -' 



chiamiHino con r, , e, , . . . , fì. i prodotti della 1> linea del 2" determinante per 
ciascuna delie snccessire del l»; 



''l 


= "A +«,!■, + ",»,*• . . 


. . + n,-:6,^ 


+ ".'» 


"t 


= d^, + djft, + a^bf + . . 


• ■ + ». '». 


- ■■■«■, 


'' 


= <!,», +<.,», + <■,!., + . , 


. .-o, b.. 


-«A 


c„_ 


= a„_,6, +a,6,-o,fcj-. . 


■ •-",-.'.- 


- o.-A 


e. 


= o, 6, - (1,4, - "A - • • 


• --".-A- 


- <■.-,". 



e trasrormiamo il determinante C^ mettendovi l'altima linea al posto della 2% la 
penttltima ai posto delia ^ e cosi via di scgaito, in modo da ottenere : 



-b, -b. 



Vi '. 
-'.-I -'.-1 
- K-3 - K- 



Moltiplicando, ora, ciascuna linea del determinante C^ cosi trasformato, suiìceE- 
sivamente per tutte le linee di C, si ricava il determinanle ; 



(-1) 



ore Cf è il gobbo circolanto normale nello e, e, . . . g^. 
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Avremo quindi : 



(5) 



0,0, = (-1) 



§ 3 o Se in C, facciamo : 

6. = 1 , 6, = 1 , . 
otteniamo il determinante; 

1 1 1 

1 1 



1 - 1 



-1 



il qaale altro non è die il determinante dei coefficienti degli elementi di nn 
^bbo circolante d' ordine n. 

Il suo valore bì pnò facilmente ottenere o trasformandolo BQCceBBlvamente 
in altri determinami delio stesso lipo e di ordine via via minore di nna nnità 
col sommare t', ultima linea alla 1*, ìndi alla 2*, poi alla 3* ecc., oppare, appli- 
cando la formoia (1) per la quale t 



o,=(-i)"'^' ile +». + «.' + ■•• + «,"-) = {-!)"" ' Il(j-rìf) 

ossia, essendo a(" = — 1 e 



C,W(-|) * .S—. ^(_i) i 2' 



Allora il prodotto dei due gobbi circolanti C^ e C, , ossia il prodotto 
C,(-l) ■ 2"-', per la formoia (5) sarà dato da (-1) * Ce snsalsteri» 
quindi, la relazione : 



m 



0,2"-' = C. 



VOL. JXIV. 
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nella qaale, G 6 it gobbo circolante d'ordine n' negli elementi: 

== o, + a» + a, + . . . . + a„_, + o„ 
Ag = - a, i oj + a, + . . . . + o„_, + a„ 
Aj = — a, — a, + (ij )- . . . . 1 o„_, + a„ 



= — a, - (»j — «j — . . . . — a„_, + a„ 

i .qaali rappresentano i valori fissanti dalle e, , e, , . . . , e. , quando nelle (4) si 
ponga: ft[ = l , 6, = 1 , . . . , 6„ = 1. 

Essi rappresentano anclie le somme algebriche degli elementi costituenti le 
singole linee (colonne) di 0^, per coi la (6) esprime che: 

< Se in un circolante gobbo C^ , ai vari elementi a, a, . . . a„ , «i aostitui- 
« scono rispettivamente le somme algebriche degli elementi della J" , 2" , , . , n'"" 
« linea [colonna) il determinante ttetao viene moltiplicato per il fattore a""'»: 

È da osservarsi che codesto fattore 2"~* , altro non è che il modulo |i delta 
sostituzione lineare rappresentata dallo relazioni (7;. Inflitti, (l È lo stesso deter- 
minante C, nel quale si sia completamente iuvortiio l'ordine delle colonne, e per- 
ciò, sarà: 

aln-0 



§ l.o La distribuzione dei segni dei 2" termini in ciascuno dei 2" fattori in 
cui si sviluppa ttn determinante P, si paò ('j, assai semplicemente, rappresentare 
con lo schema di 2° ordine : 



intendendo cho da questo si possa ricavare lo schema a" di 4° ordine formando 
un quadro nel modo seguente : 



(^) Uarollì — Sa certe matrici che presentano analogie eoe. Read. Ist. Lom- 
bardo, voi. XXXVIII 1905, pg. 390. 
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(oTc - ft' rappresenti lo schema a' con tutti f segni mutati); che da a", si ri- 
cavi lo schema a'" di 8" ordine, Dell' identico modo : 



e cosi via. 

È precisamente dallo schema dì segni (1) del 4° ordine, ch'io ho ricavato 
vari tipi di determinanti tutti godenti di proprietà affluì; di essi, studiercmo per 
ora, il tipo fondamentale P'. Questo, si ricava dal determiuanlo P di 4° ordine 
distribuendo i segni dei suoi elemenii secondo lo schema (1), di modo che 
si avrà : 



Sotiraendovi dalla l» colonna (linea) la 4» e aggiungendo alla 2» la 3", 
indi, noi dotermÌDaute cosi modificato , aggiungendo alla 4» linea (colonna) la 
l> G sottraendo la 2' dalla 3>, lo si risolvo nel prodotto di due determinanti P' 
di 2» ordine : 



I a, + a. 



-{«, 



hi I 






Inoo negli elementi a, - a^ e a^ + a^ (ottenuti nella prima operazione di decom- 
poBizJone, l'altro negli elementi a,+a^ e (i,-«g {ottenuti nella seconda), e, infine, 
nei prodotto dei quattro fattori lineari nelle a : 



(3) (ff, + ia, + ia, - a^)la, ■ 



'»)(« 



- la, -I a^){a^ -- i«, - ia^ — a^) 



Oro, dimostreremo che codesta proprietà è generale per i determinanti P di 
qualunque ordine, nei quali si distribuiscano i segui degli elementi secondo gli 
schemi di ordine uguale, ricavati dallo schema (1) con la nota logge di forma- 
zione, ossia che : 



e II determinante P' di ordine ! 
< ntari nei $uoi elevtenti ». 



si riaoloe nel prodotto di 2" fattori li- 



Basterà far vedere come il P' dì &<> ordine si scinda dapprima nel prodotto 
di due P' di 4" ordine , formati ciascuno da clementi che sono funzioni lineari 
binomie degli elementi del determinante primitivo (e quindi nel prodotto di otto 
[attori lineari negli elementi stessi) per subito comprendere il valore generale 
della dimostrazione. 
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lafattf, nel determinante P': 



a, —a. — a. 



«pplicfaiamo Io steBSO procedimento nsato nel caao del F' di 4° ordine, cioè, sot- 
traggbiamo rispeltivamente dalla 1' e dalla 6^ colonna (linea), le colonne (linee) 
4* ed 8^ e aggiongiamo alle colonne (linee) 2' e 6* le colonne (linee) 3* e 7*; 
lodi, aggiungiamo rispettivamente alla 4^ e 8 lìnea (colonna) le linee (colonne) 
1* e 5" e leviamo dalla 3* e 7> linea (colonna) le linee (colonne) 2* e 6'. In lai 
modo, si viene ad operare su ciascnna delle quattro mairìci quadrate di 40 or- 
dine, in coi bì pnù immaginar decomposia la matrice del P' dato, la identica 
operazione di decomposizione precedentemenle fatta sul P' d) i" ordine. 

Se nel determinante cosi modificato, trasportiamo la 6* e 6* line» rispet- 
tivamente al poeto della 3' e 4> e altrettanto facciamo per lo colonne del me- 
desimo ordine, verremo a risolverlo nel seguente prodotto di dne P' di 4" 
ordine : 



«I - «* a, f «3 flj - iig ag f o, 

flj + «j - (a, - "4) a. + o, - (t»B - ogl 

Og + Cj ~ (flg - flg) - {a, + rt,) «, - a^ 



a, + a^ a, -a, «s + «b "a - % 

rt,-ag -(a. + <ij ««-Or - K + "g) 

Ofl -1 "8 «s ~ «7 - («t + "*' - («« — «») 

a^-Oj - (oa + rtg) - (a, - a,) o, + n^ 
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e qalndl, uel prodotto degli otto Tattori lineari nelle a : 

(a,-¥ia,-V io, - «4 + Wj - a, — «7 - tag^n, -ia^^ia^ t 04 + 115 V flg -Oj + tOg)- 

■ (fl, t- ta, - ia, + «4 -t toj - a, + *i, + io,)- 
■ (a, - io, - il, - «4 + jOs t a, + flj - ia^ifli + •«'1 + ''<H - a* - '''»5 +«( + 07 + tOgì ■ 

■^a^ - /a, + to, -^ a^- tOj - a, + «i - '"g)' 
(0, ttoj-ia, t 04- W5 ^ a,-a, -itiaXa, -in, -io, - a, - la, - Og-o, ^-ia^. 

Dato ora un F di 16" ordine, non avremo cbe da applicare contemporanea- 
mente, an ciascuDA dotle quattro matrici di 80 ordine, Delle qnali 8Ì può imma- 
ginare decomposta la saa matrice, la stessa operazione tesl6 eseguila sol P' di 
63 ordine e si verrA, cosi, a risolverlo nel prodotto di dne determinanti P' di 
8» ordine ad elementi che sono fanzlonl lineari blnomie degli elementi del de- 
terminante primitivo , e per consegaenza, nel prodotto di 16 fattori lineai! 
nelle a. 

Ne segae In generalo che un determinante P' di ordine 3" si risolve sem- 
pre nel prodotto di dae P' di ordine 2"'* ad clementi che sono binomi lineari 
nelle n; ogni P' di ordine 2""', nel prodotto di dae P' di ordine 2"'', ad ele- 
menti che sono quadrinomi lineari nello a, e cosi via di seguito, per cai il de- 
terminante dato resta infine risolato nel prodotto di 2" fattori lineari nei suoi 
elementi. 

§ 2.0 Esaminiamo la legge di fonnazlone di qncsti 2" fattori. 
Partiamo dal determinante P' di 4» ordine. Esso si scinde nel prodotlo di 
dne determinami P' di So ordine; il 1° negli elementi : 

fl, — «t e Oj + a, 
e il 2" negli elementi : 



formami due coppie di binomi che hanno rlspottlvamcnto aj^uali i primi termini 
e ngaall, ma di segno conlrnrio, 1 secondi. 
Il primo determinante fattore è dato da : 

— (a, f ia, + iflg — aj(ai — ia^ — ia^ — a^) 

ove 6 da osservarsi cbe la somma dei primi due termini di ciascun fattore di 
un fattore dello sviluppo del ?' di 2° ordino ; 



= -(0, + (a,)(a, -io,), 
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mentre la Bomma dei secondi duo termini, si ricava da quella dei due corri- 
Bpondentl primi, eostitnendo al posto di a^ e di a, rispettivamente - o^ e a,. 

Dicasi altretranto per il 2o determinante fattore, con la sola differenza che, 
in tal caso, ad a, e a, si debbono rispettivamente aostìtnire a^ e - a, , dimodo- 
ché, il sno valore, vien dato da : 

— (a, + fa, - io, + a^)(ai — ia, + iOj f a^). 

Perciò, lo schema fi" dei coefHcienli dei termini dei i]unttro fattori io cui si 
sviluppa il nostro P' (presi ni-ll' ordine (3) § 1") : 



si potrA ricavare da quello: 
(7) 



dello Evilnppo del P' di 2'^ ordine, seguendo la stessa sua leggo di formazione, 
eostraendo cioè una mairiee di 4° ordine, dei tipo: 



che è precleiunente Io schema y. 

Passando allo sviluppo del delorminante P' di 8° ordino, per veriflcaro che 
la dìsiribnzlone dei cocfacienll dii lerminl nei suol faitod scgne la legge pre- 
cederne, e cioè, potr& rappresentarsi con lo schema: 

I ly ir I 



ricorderemo che tnle deli 
il 1°, negli elementi : 



iniiianle si risolve nel prodotto di duo P' di 4" ordine, 
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e il 2», negli elementi ; 

a^ + a, , flg — Uj , «j + Cg i Ofl - «T- 

Per farci un chiaro concetto della strattora dei singoli fattori del nostro 
grilappo, consideriamo solo il l" dei due determinanti fattori e dei quattro fat- 
tori lineari, nel. cui prodotto esso si risolve, consideriamo la coppia formata dal 
l" e dal so (V. (3) ) : 

a^~a^'H (a, + u,) + i (a^ - Og) - (a, + Oj) 

a, - «* + '■ (<f, + «,} - i ("6 - «s) + K + «:) 

i qnali, scritri diversamente : 

a, + i«j + («g — a^ + ia^ — a„ ~ a, — iflg 

a, + il, + Ida - a, - l'aj + a, r «7 + fog , 

dicono che la somma del primi quattro loro termini è la stessa in entrambi & 
rappresenta nn fattore dello sviluppo del P' di 4° ordine , mentre, messi sotto 
questa terza forma: 

a, + fo, + l'c, ~•a^ + i(aj + fa, + ia^ - Og) 

a, + ia^ ■hiot^a^- /(a^ ^ la, + io, - Og) 

BJgniflcano che dalla linea di coeCBcietiti : 

1 i i ~l 

dello schema (6) di 4" ordine, sì possono ricavare due linee di coefficienti dello 
schema di ordine S", moltiplicando la linea stessa una volta per i e 1' altra per 
-te trascrivendola, cosi modificata, di seguito alla linea primitiva. 

Un analogo esame delle tre rimanenti coppie di fattori lineari, dello svi- 
luppo dei due P' di 40 ordine, dimostrerebbe come ciascana delle altre tre linee 
dello schema (6), dia origine, celi' identico modo, a due lineo dello schema di 
ordine 8», cosicché, questo, pnò rappresentarsi mediante quello f" di 40 ordine, 
eoo la forma : 

lif" -w\' 

ed estendendo le considerazioni al casi snccessivi, si vedrebbe similmente che, 
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mcdÌDDlo ^"', si costralsce lo schema di 16° ordino e cosi via per nn ordine 
qnalnnqae. 

§ 3.° < In un dettrminante P', i complementi algebrici di due dementi vguali 
« ia valore atroluto, del medeiimo aegno o di aegno contrario, sono pure deter- 
« minanti uguali in valore aseolvto e dello eteteo tegno degli elementi cui et ri- 
« feriscono ». 

Sopprimo la dimostrazione di questo teoroma, procedendo , essa , analoga- 
mente a quella del teorema affine per i gobbi circolami (p. I, § 1"). Ne conse- 
gue* l'esistenza della t'ormola : 

3P' 

(8, ,- = r8, 

affine alla (3) p. I, la qaale dJt la derivata di nn determinante P', di ordine 2" 
rispetto ad un suo elemenio qualunque a^, essendo ò^ il complemento algebrico 
dell'elemento stesso. 

Le cooaìderazioni che lo Stern <'j fa per i circolanti ordinari, al possono 
estendere ai determinanti P, come segue. 

Cbiamando on S, d, ... S,n , 1 complementi algebrici degli elementi a,a) ... a^n 
di P, avremo : 

a, £, + a, fi, ■+ + a,» S»» = P 

a, 5, f a, Sj + + a,n_,8,ii = 



0,n8, + (Vi_,5, + -I Oj 8jn e 0, 

e sommando : 

0)' (a. + o, -I- ... 4 a,-)(3. + 8, + . . . -I- £,«) = P , 

da cui, ricordando che lo eviluppo di P comprende il fattore a, 4 a, -l- ... + a^n : 

P 

8, + S, + + 8,« =- ; , 

a, + a, H . . . . + a,n 

ove il 2'* membro <*) rappresenta 11 valora di nn determinante P nel qnale si 
sia sostituita una linea (colonna) con una linea (colonna) di unità. 
Dimostreremo che : 



(') S t e r n — Einìge Bemerkangen tiber eine Determinante — Creile voi. LXXIII 
p. 374 (1881). 

{*> M a r o 1 1 i — Nota Citate, p. 386. 
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« &ti le », , a^ a,>i tono numeri interi, tali che : 

tt, + «, 4 .... ■l-H,i« = 0, 

■ la e»preasione 8, 4 S, + . . . ^ Sj» é dioitibile per 2" ». 

Infatti, eascndo noto die, cljiamaniio con a^ un elemento qaalanqne del dc- 
tcriiiinniitG P e con i^ il relativo coniplcineiito algebrico, sì ha: 

e ricavandosi dalla (1)': 

; — = 6, + ?( + . . . + 3," + ("i + "1 + • ■ 



2"(«, -S.) = (".+", + ... i- a,- )(' 



8( a. 4 8, + . . ■ ■;■ Sy.) 9(g. + 5, + ■ . ■ + S,. )y^ 



Ma a, -h a, t- ■ . - -t »! ' = 0, quindi, dovrà essere 3^ = S^ per qualunque cotu- 
binazione degli indici r ed s, e di conseguenza : 

«, + 5, f ... S," - 2"dr 



nella quale S^ doTr& essere un namero intero, eBsendosi supposte intere tutte le 
a, epporò la espreBsIono S, + S, + ■ . . 4 8|" sari divisibile per 2". 

§ 4.° < // prodotto di due determinanti V del medesimo ordine è un altro 
< determinante P' dell'ordine stesso ». 

Nel caso di due deterinlnAUti P' di 2» ordine, il teorema si veriflca subito, 
qualora si abbia 1' arvertcnza di nmtiire di segno la seconda linea di uno dei 
determinanti fattori, per cs. il 2". 

Si ha infatti : 

I o, -o, I I 6, -ò, I lo, -o, I !- 6j i,, I le, _t, f 
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e, — a^b, + djftj 
Cg = a^b, - a,bt . 

Per il caso di due P' di 4» ordine, P'„ e P'j , daremo nna dimostraeione che 
si può identicninenlc estenderò al ciso di determinanti P' di 8° ordine, indi, n 
quelli di 16" ordino e cosi vi». 

Motiaruo di segno, nel secondo d eterni inan le, la 2* e 3* linea (ciò clic lo 
lascia inalterato) e poniamo: 

e, = afi, + (i,(ij + fla^j + a,b^ 



c^ = Ufb, — djft, — 0**8 + "1^4* 



Moltiplicando succcssivumcnte ogni linea di P'^ per tutte ic lince di P'^ 
avremo : 



(IO) 



h, b^ 6g b^ 

-bi &, - 6, 6g 

6, - b^ b, 6, 

b.-~b.- &. 6, 



", 


H 


', 


-', 


'4 


-e. 


<; 


-'. 


— 0, 


- Cj 


' "^t 


e, 



InTatti, tenendo presente la relazione (9), distinguiaiDO nella operazione di 
moltiplicnxione, i seguenti qaaltro distinti perìodi: 

I. Ifoltiplicazione di ciascuna delle prime due linee di F'^ per le primo 
due linee di P'^. 

Con ciò, Bi ottiene una matrice A di S" ordine, del tipo P' : 



II. Moltiplicazione di ciascuna delle prime due linee dì P'^ per le seconde 
due linee di PV 

Sì ottiene una matrice B di 2» ordine, del tipa P' : 
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III. Moltiplicazione di ciaecu;in delle seconde dne linee di P'^ per le pnme 
dae lince di P'^. 

Data la parltcolare slrultura dei determinanti P', in questo caso, 1 fattori 
SODO f;li stessi del prodotto precedente in valore assoiiilo ed in segno. Perciò, 
si oltorrà la matrice B. 

IV. Moltiplicazione di ciascuna dolio secondo due linee di P'^ per le se- 
condo due lineo di P'„. 

Qui si Todc ctie i fattori sono quelli stessi tra i quali si effetiaò il prodotto 
nel I" periodo, ma con i segni mutati in modo da dare un prodotto di segno 
contrailo al primo. Si ottiene, cioè, la matrice : 

. \ -e» e, I 

La matrice del determinante prodotto resta quindi costituita dallo matrici 
di 2° ordine, nella forma caratteristicH : 



I B -A I 

opperò, il determinanto stesso 6 del tipo F'. 

Ora, basandosi sul resultato (lOj e decomponendo II procedimento della mol. 
lipllcazioue di duo dctorminanli P' di 8° ordine (nel secondo dei quali si siano 
mutate di segno le linee: 2*, 3», 5% 8") in quattro periodi (similmente a quanto 
si è testé fatto) si verrà ad ottenere un determinante prodotto, la cui matrice 
si formerà mediante due matrici C e D di 4° ordine, entrambe del tipo P', se- 
condo lo scbema : 



ralo a dire, si otterrà un altro dctcrmiuante P' di 8° ordine. 

E cosi si prosegnirebbc, con identità di procedimento e di risultato, per il 
prodotto di due dcierminiinti di ordine qualunque, avvertendo che la modiHca- 
zionc di segno da imporisre od una metà delle lince del 2» determinante fattore, 
corrisponde al costruire il determinante stesso in base allo schema di segni : 



anziché allo schema _ | > "^i^ ^^'^ "O" altera la sua qualità di detertni- 

naute P', né in valore assoluto uè in segno. 
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§ 5. Dello stesso teorema si pnò dare ana dimostrazione diversa, ta qaale 
serve ancbe alla constatazione di nna speciale proprietà dei 2" fattori dgì quali 
b1 sviluppa un determinante P'. 

Dovendo esegaira il prodotto di dne determinanti P' del medesimo ordine, 
si ubbia cara di mataro in uno di essi ip. cb. il 1") il srgno alle colonne 3* , 
3>, 5", 8> ccc , il che, corrispondendo alla eoa costruzione in base allo schema: 



anziché allo schema jf _ , non lo altera né in valore assolato né In sogno, 

e chiamiamo con e, e, . . , e^n , i prodotti della prima linea del detcrmtnniite cosi 

modiflcato, per ciascuna dello successive lince dui 2°. 
Avremo allora che : 

« Il prodotto di due fattori della medettma forma, l'uno appartenente alto 
* sviluppo dì F'g e l'altro a quello dì F'^ , è una etpretsione detta medesima forma 
< delle e precedentemente definite ». 

Ci basterà dimostrare come qnesta proprietà sussisla per i caaì di 2o e 4o 
ordine, potendosi agevolmente, anche qni, estcndora le considerazioni ai casi 
snccessivi. 

Nel caso di 2" ordine, maialo il segno alla 2» colonna del l" determinante 
fattore, si ha : 

e, = a,b, - flj6j 

C( — a,fc, 4 Pjft, , 

mentre il prodotto dei dne sviluppi è : 

(a, + ia,){a, - (rijKft, > i&»){''i " '*»)• 

Ora si vede subito come il prodotto di duo fiiltori della medesima forma 
l'uno nelle a e l'altro nelle f>, sin ann ospressìono delia forma stessa nelle e : 

(11) (a, ±w/(ft, ±i6,) = (a,fc, -at^>,)±i(.a^b, + atb,) = e^=tic,; 

d'onde si ricaverebbe anche : 

P',-P'fc = P', . 

Per 11 caso di 4" ordine, mutiamo il segno alla 2» e 3» colonna del l" de- 
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tcriuin.inte. Avremo : 

C( - 0,6, - «jftj — «jftj + a^^ 

e, = a,6, + «1,6, -- 0,64 - "A 

Cj = a,&, — aJ}^ + «^6, - «^ft. 

Per la legge di formazione esaminata al § 2, sappiamo che la somma : 
(A) (a, + ict) ± »(o! ^- »■"«) 

rappresenta, ora usando il sfl{;no f ed ors il eepno -, due fatlori dello svilnppo 
del P'^ di 40 ordine, i cui corrispondenti fattori, dello Bvilnppo di P'j , snrnnno; 

(t) {6, + 16,) ± Kh + *''*^- 

Per rieondnrcl interamcnle a quanto abbiamo verificato per il caso di 2o or- 
dine, poniamo : 

a, = a, -t- ia^ ?» = ''1 + **i 

/», = o, + in^ % = 6a 4 ift« , 

onde il prodotto delle due somme (A) o IJo sarìt rappresentato da: 

(a, ±ia,^0, ±i?j); 
e ponendo : 

Y, = «,?,- «,P, 

Yi = «.'?. ■•- «i-I . 
in forza della relazione (ib avremo: 

ossia, sostituendo ad 2, , 7, , ?, , ':, i loro vulon in funzione dello a e delle 6: 

(12) l(a, 4 ia,^±i{''i+->«4'! !'*i • '6|)±t'{*8-K64M -(f I +ic,)±t(Cg+(C4l ; 

la quale nguaglianza dimostra il teorema per due dei fattori dello sviluppo di 
i" ordine quando sì prenda una volta il segiin -i- e l'altra il segno — . 

Per i rimanenti duo fattori basterà ripetere f identico procedimento par- 
tendo da : 

(a, - ta,) ± i(aj - ia^) 
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anziché da (ft) Cosi, rftnarrebbe dimostrato che anclie per ti 4° ordine bì ha : 

p'..p', = p'.. 

Orn, nello stesso modo che partendo dal caso di 2° ordine si è dimostrato 
il teorema per il caso dell' ordino 4,", partendo dit quosto si farà la dimostrazione 
per il caso d' ordine 8" e cosi via. 

Il teorema analogo per i fattori in cai si sviluppano due determinanti P dello 
stesso ordine, sussìete. 

No tralascio, per brevità, ht dimostrazione elio somiglia alla precedente e ne 
è ancor pid semplico, non rendendosi necessario alcun cambiamento di segno 
nello colonne {ììiìcg) dai determinanti fattori. 

§ 6." Dal teorema »1 § 4" si ricava clic chiamando con P'„ e P^ rispettiva- 
mente, duo dutcrminauti P' d'ordine 2", l'uno in a^a^ ... a^- e l'filiro in 6,6^ ... &,•• , il 
loro prodotto è un altro determinante P' del medesimo ordini^, nelle c^e^ ... e,™ de- 
fluito dalle relazioni : 

C| = a,li, + rtj?)^ + Ojfcj 4 ... 4 dj" b^" 

e, = (7j6, — a,6j -I- a^bf - ... — a,»_,t,» 

<^s = aj^i + el^bf - 11,63 — ... - aj"_j6j" 



! ora, nel 2" determinante fattore, poniamo: 

ft, -■= 1 éj = I fcj" ^ 1 , 
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essendo : 

= o, + a, + o, + + o,- 

— — a, + flg — a, t . . • . + fl," 
(U) { A, =-n,-o, + o, + .... + o,. 

.= {-l)•a,i„,^«,-....ta,•■ 

Osservando che 11 T«lorc del 'i" dolermi riante fattore è (') (2")» e die le 
A, altre non Bono che le aoin[n3 algobriclio dagli alemonti cho costitaiscono le 
diverso linee (colonne) di F, , la relazione (13) esprime ohe; 

< 1^ in un determinante F', ai vari elementi Bi,a^ ,..., Of", ti aoatitvìecono 
i riapettivamenle le tomme algebriche degli elementi della 1», 2" , . . . , (2"/"" 
< linea (colowna^ ti deturminaate atetso viene moltiplicato per il fattore (2")'"~' ». 

È da osservarsi cho questo fattore (2")* è il modalo ^' della sostUnzlone 
lineare deflnlla dalie (t4l. 

Infatti, / è un determinante del tipo P", di latte anll&, nel qnale si siano 
inatntc di sogno le linee 2,>, 3', 5*, 8" ecc., ossia, si siano distrlbniti i segni 
(kgli clementi in baso allo schema 



anziché allo schema ,11 che non importa variazioni nel determinante, 

I + - I ■ •' 

né in vnloi'c assolato né in sof^no. 

Brescia 190<ì. 



(') Marolli — Di una proprietà comnne e di una affine nei derminunti P e nei 
Circolanti — Giornate di Hat. di Ba 1 1 agi ini, voi. 43°, 1905, pag. 5. 
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STUDIO ANALITICO DELLA CUKVA DKL SIG. HKLGK VON KOCH 



Oott. ANNIBALE BROGLIO 



■ I . Il signor Helgc von Kocli fece conoscere l'anno passato nna corra 
senza tangente , c)ie si ottiene metlionte nna semplice costrazione di geoniotria 
elementare {*). 

Nella Dissertazione di Laurea da me presentata alla Università di Pavia 
nel ma^'o 1906 , essendomi ( per suggerimento dell' illnstre prof. Ernesto Pa- 
scal ) occupiito di qnesta cnrvu, ne ho dato una rappreaentaziono analitica, me- 
diante la quale ho veriflcato la inesistenza della derivata, 11 che Bigiior H. v. K o oli 
stàbiliaoe partendo da semplici considerazioni gcomctvìcbe. 

Uu' olirà rappresem azione analitica della curva del T. Kocli venne pub- 
blicata poco dopo dal prof. E. Ces&ro, in uu suo lavoro avente però un in- 
tento piii largo (*); e per giungere ai suoi riAultat! il prof. Ce Baro ba notevol- 
mente trasformato la costruzione data dal sig, Helgo vonKocb. Io invece 
tK)n mi sono sostanzialmente allontanato dalla costruzione dì questo Autore. 

Per questo motivo e per nicnnl rìsiiilati notevoli anche pel confronto coi 
risuliatt voi perviene il prof. Ccs&ro, non mi sembra Innttlc il far conoscere 
Buccinlaniente 1 concetti fondamentali del mio lavoro. 



Alcuni richiami dal lavorc del von Koch 

2. Il von Koch definisce la sua curva, che egli chiama P, mediante nna 
operazione che viene indicata con Ù. Con questa operazione a un segmento LO, 



(') Neil' ^rfc. fOr Matematik, Aatronomi och f)itik, pubblicato dall'Accademia 
delle Scienze di Stockholm (1904 - pp. 681-702). 

O Atti della R. Accademia di Scienze fisiche e matematiche di Napoli, 1905, 
- voi. Xll, serie 2* n. 15. la un Ibtofo sueeeséiTO lalla stewo argomento il proi. 
C e s A r aliaiiga ancora maggìomente il campo d^lla ane coosidertuioai (If^oiictious 
continues sana derivée. Arch. d. Math. u. Phys (3.) t. X, pp. 57-G3 Berlino). 
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Eì lottitnifce la spezzata di qoatrro tati ugnali LTVtTO, costraendo nn triangolo 
eqniialero alla sinistra della direzione positiva del segmento (flg. I). 

Fscenda n volte l'operAzionu fi (e cioè la prima volta sa LO; la seconda 
Tolu sdì lati della prima spezzata; e cosi vìa) si ottiene ann epezzata di 4* lati 

ugnali, ctaecnno dei qaali misara -^ del segmento primitivo. 

Posto oìA, sta dato un segmento AB ed il senso positivo del segmento e delle 
spezzalo che otterremo sia il senso in cui la linea è percorsa partendo da À e 
lenniaando in B, Effettnando su AB l'operazione Q, 1 ; 2 ; 3 ; . . . ; n ; . . . volte, 
ù ottengono delle spezzale equilatere, che indichiamo con P, ; P^ ; P, ; ... ; P„ ; ... 
e cbe hanno rispettivamente 4' ; 4' ; 4' ; ... ; 4" ; .. . lati. 

Per definizione: la curva P è il limite a cui tende la spezzata P„ quando 
n tenie a ce, osata è la lìnea che si ottimte ripetendo inde. finitamente Bit AB Vope- 
ratmu Q. Il segmento AB può indicarsi con ?„ (•). Fissando AB come unità di 

■miaiira dei segmenti, i lati dì P„ misurano ^. 




Fig. 1. 

I vertici d) P^ sono 4" + I ; per P^ 1 vertici sono i punti A e B. 

E chiara che <I vertici di una spezzata P„ sono ancho vortici di tutte le 
spezzate di indice superiore ad m>. Perciò: t vertici di tutte le spezzate sono 
anche punti della cìiroa P. 

Convenendo di cliiamnro vertici primiti et di P^, i vertici cbe appartengono 
» P, e non a P„_, , si ha: » I vertici primitivi di P„ sono 3-4""' », « Percor- 
rendo la spezzata P, I vortici primitivi di P„ si trovano intercalati a 3 a 3 tra 
i vertici di P,., » ed altre proprietà. 

3. Tm curva P è costituita dei vertici di tutte le smezzate P„ e dei punti li- 
itili di questi vertici. Si dimostra che: anche i vertici sono punti limiti. 

La parte di P compresa tra due vertici successivi di P„ pu6 ottenersi <ii- 
retiaraentc facendo inllnilc volte l'operazione Q sul lato di P^ determinato da 
(fQesii dae vertici. Se ne deduce che: la parte di P compresa tra dne vertici 
ttttcessivi di P_ è simile all' intera P. 



(') n von Kocli indica invece AB con P, e le diverse spezzate con P^, 
Pj, ecc. 

VOL. XLIV. 32 
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Il panto medio di P, , ossia il punto D delift flg. 2«, 6 11 punto di P eqni- 
distante dagli eslremi di P, ed è anctif il pniilo di P, elio dista maggiormen- 
te da AB (questa distanza è precisamente — ~). Questo punto D verrà detio 

semplicemontc il culmine della curoa P. 

Nessun punto di P può trovarsi fuori del triangolo ADE. Le corde di P 
sono tutte minori dì AB, ossia di 1 (fatta eccezione di AB). 

Definiremo analogamente il cnìmine della parto di P, compresa tra due ver- 
tici successivi di P, (clie sarebbe il ponto V della Iìr. !■, posto clic LO rappre- 
senti il lato di P„}. Nessun punto della parte di P compresa tra due vertici sue- 
ceB8Ìvi di P„ può trovarsi fuori del triangolo , determinato da' questi duo ver- 
tici e dai culmine corrispondente ('). Le corde dì questa parte di P sono mi- 
nori di — (tranne il Inio di P„ , che misura appunto — j. 




Fig. 2. 

4. Tra i punti della curva Pei punti (lei segmento AB esiste una corri- 
apon'denza biunivoca. Questa è stabilita nel modo seguente; 

Sia M un punto qualunque di AB. Se M è un vertice o un punto limite di 
vortici, M appartiene anche a P; in tal easo ti corrisponde a sé stesso. 

Se ciò non è, si tira per M la perpcndìeolaro ad AB (alla sinistra). Sìa P„ la 

prima spezzata incontrata, e io sia nel punto M, situato sul lato T, T,'. Se M, 
è un vertice o un punto limite di vertici sarà M, i7 punto di P corrispon- 
dente ad M. 

In caso contrario si tira per M, la perpendicolare alla sinistra di T,T', , e 
si ripetono gli stessi casi per il punto , elic si ha sulla prima spezzala incon- 
trata. Cosi continuando può accadere, cho dopo nn numero finito *■ di perpen- 
dicolari si giunga a un punto P^ di una spezzata P, , che sta un vertice o 
un punto limite di vertici. In tal easo M^ è il punto di P corrispondente ad M. 



(•) Quindi " l'assieme dei triangoli determinati dai lati di P„ e dai calmiiii ri- 
spettivi costituisce un'area, che comprende certamente la curva P„ „. Quest'area 
facendo tendere tt ad «> , diviene evanescente e il mio contorno si riduce alla 
ourva P. 
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Hit può aucbo accadere, clie ii-nccÌaiido quante perpendicolari si vogliono, 
non BE gianga mai a un vertice o a un puntu limite di vortici. Anche in tal caso 
la ittceeuione infinita MU, ; M,Mj ; . . . M^iM, ; . • . determina un punto lìmite di 
vertici, e quetto punto è il punto dì P corrispondente ad M. 

Per questa dimostrazione rimando il lettore all'opera del v e n K o e li , limi- 
tandomi ad acccunare che essa po^^gia sul fatto clic la serie 

MM, + M,Mi + + M,_,M,. + 

È convergente ('). 

La coiTJspondenza tra P ed AB avviene con eoiiiinuìtà, e cioè, se M ed N 
sono (lue punti di AB e K. ed H i due punti cornspun denti di P, si veritìca 
che: fncendo tendere a zero il sedimento MN^ anche il segmento KH tende a 
Zero, benché 1' arco di P compreso tra i punti K ed H rimanga costantemente 
infinito. 

Se un punto limite di P si trova su una spezzata P,, , esso si trova anche 
ra mite lo spezzate di indice superiore— Estendendo una denominazione già sta- 
bilita, chiameremo punto litnite priviifìvo di P„ un punto limite di P, che si 
trova sa P„ e non sn P„_,. 

5. La posizione del punto M qualunque su AB , pa6 determinarsi mediante 
la distanza AM, che indiclierò senipliccmenlc con (. Se K è il punto di P cor- 
rispondente ad M , t verrft chiamato semplicemente j7 parametro del punto K. 

La corrispondenza biunivoca precedentemente stabilita diviene cosi una 
coTritpondenza biunivoca tra i punti della curva Pei valori del parametro t 
nei campo g t g t . 

La somma (finita od infinita) MM, + M,Mg + . . , 4- M,._jM,. 4- ■ . . costituisce 
Ulta fanzìune f[t). Nel caso che ad M corrisponda sé stesso , diremo che f{t) 6 
QiTOiile a zero. 

Si dimoslra che f{t} è funzione continua dì t. Per questa dimostrazione, o 
così per la dimostrazione che P manca di tangente, rimando il lettore all'opera 
del V n K o o b. 

.*. 

Speciale modo di esprimere la disianza t\ i sistemi (a); la funzione t^. 

6. Le perpendicolari di cui si disse al paragrafo 4 determinano evidente* 
metile ana corrispondenza univoca non solo tra la curva P ed AB , ] 
tra la curva P e tutte le spezzate P„ e fra queste tra loro. 



('} Basta osservare che è a termini positivi e ohe non può superare 7_j 7r~7r' V3< 
il coi valore è —^. 
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Ad un arco di P corrisponde in AB an segmento; e se l' arco di P 6 com- 
preso nella parte di P sitnata tra due vertici succesBivì di P^, ad esso corri- 
sponde un segmento su P„ e su tutte le spezzate di indice inferiore. 

Osservo ora, clic quando si applica l'operazione Q sn un segmento qualun- 
que LO, ottenendo cosi la spezzata LTVUO fvedi flg. 1») e si fa corrisponderò 
nel modo noto la spezzata ottenuta al segmento LO, i punti di LO che corri- 
spondono ai vertici della spezzata sono L, T, V, U, che dividono il segmento 
LO nel rapporto 2:1:1:2. 

Si ricava di qui clie: Quando si applica l'operazione Q su una spezzata P„ 
^ottenendo cosi la spezzal.i P^ii) ^ pitnti corrispondenti ai nuovi vertici divi- 
dono i lati dt P„ e t segmenti corritpondeiiti ai lati di P, nelle spezzate di in- 
dice inferiore (compreso lo stesso AfiJ nel rapporto 2:1:1:2. 

Per maggiore semplicità indicherò 1' operazione di < dividere un segmento 
net rapporto 2 : 1 : 1 : 2 > dicendo di fare la divisione tti, convenendo cbo e faro 
n volto SD un segmento la divisione u signiSca farla la prima volta sat seg- 
mento, la seconda volta ani 4 segmenii ottenuti la prima volta, ecc.» e che 
< fare la divistone t» su una spezzata significa farla sa tutti 1 suoi lati*. 

Si intendono facilmente lo seguenti proprietà: 

« facendo n volte su AB la divisione u si ottengono 1 i* segmenti di 
AB, che corrispondono ai lati di P„e ii" + l pnnti di AB che corrispondono 
ai vertici di P„ ». 1 punti di AB che corrispondono ui vertici di P^, compren- 
dono cosi 1 punti che corrispondono ai vertici delle spezzato di indice minore. 
I punti che corrispondono ai S-^""' vertici primitivi di P„ sono quelli, che si 
ottengono nella ennesima applicazione di ti> ; 

e facendo r volte su P„ la divisiono «i si ottengono i 4'"'^'' segmenti di 
P^, che corrispondono ai l:iti di P^+^i 

e facendo corrispondere la spezzata P^ con tutte le spezzate dì ìndice in- 
ferioro e infine con AB, si viene ad avere effettuata la divisione u: h volte su 
AB, »— 1 volte su P, . . , ri — m volto su P,, . . . e infine una volta su P„-, >• 

7. Considero ancora lu figura 1* e sia l la lunghezza di LO. 

Per esprimere la lunghezza dei quattro segmenti LT , TV , VII , UO in- 
troduco la funzione 2 , la quale diviene 2 facendo «« = 0; 4» e diviene 
1 facendo i a i= 2 ; 3 ». 

Si può stabilire la regola seguente: 

< Essendo I la lunghezza dì un segmento qualunque, la lunghezza delle quat- 
tro parti in cui questo segmento viene scomposto mediante la dioìsione u ti ot- 



tiene da r — -l facendo successivamente a = ; 2 ; 3 ; 4. 

Il valore di a che determina la lunghezza di una parte, dà anche la di- 
stanza della origine della parte dalla origine del segmento diviso, mediante la 
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È facile intendere (pel paralielismo delle perpendicolari cbe determinano la 
eorrispondensa) che: «Quando si applica la operazione sa nn lato qaaluDqne di 
P, , i segmenti di P„ , P„_, • . . P^ cbe corrispondono ad ano stesso lato di P„n 
BODO delermÌDati sni lato di P„ e sai segmenti corrispondenti a questo tato notte 
■pezuie di Indice minore, dal medesimo valore di a ». 

8. Ricaverò ora una formola per esprimere la lunghezza del segmento di AB 
oorriipondentc a un tato qualuoque di P„. 

Perciò ricordo che i segmenti di AB corrispondenti ai lati di P„ et otten- 
gono facendo n volte su AB la divisione u. In ciascuna velia ognuno del eeg- 
meoti di AB viene diviso corno precedentemente LO, e quindi la formola: 



ci darà le parti ottenute In quella divisione , mettendo però per l la lunghezza 
del Beginento diviso. 

Convengo di indicare con a, i valori di a riguardanti la prima applicazioie 
dtUa divisione (» au AB , con a, i valori dì a riguardanti la teconda appUca- 
tioM della dÌDÌMÌone la au AB . . ; e coei via. 

Posto ciò, per le parti che al ottengono facendo la prima divisione u su AB 
si dovrft, nella formola testò richiamau, faro a - a, ed i = 1 (che è la lunghezza 
di AB). Si ha cosi : 



Per le parli che si ottengono facendo la seconda divisione io su AB, si do- 
vrà fare n = a, e metterò por l la lunghezza dei segmenti ottenuti la prima volta, 
lunghezza testò trovata. Si ottiene : 



6 6 6' 

e cosi via. 

In tal modo si perviene alla formola generale, che si può dimostrare rigo- 
raanienle col e metodo di conclusione da m ad m 4 1 >. E precisamente si ha: 

I tegmenti di AB che corrispondono ai lati di P„ , 



(') SI ricava dì qui che se r degli a hanno il valore 2 o 3 il segmento di AB 

2™"' 1 1 

niflura — j- = „« : ^'- SÌ ricordi ohe ^ è appunto la lunghezza dei lati di P„. 
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Ogni eegmonto di AB corrispondente a un Iato di P„ é determinato da un 
Bisttima (a, . , . a„) dove ciascuno degli a può avere ano dei valori ; 3 ; 3 ; 4. 
In tal modo i 4" lati di P„ corrispondono alle disposizioni con ripetizione dei 
qaattro elementi ; 2 ; 3 ; -1 ad n ad », le quali disposizioni sono appauto 4". 

Il segmento (corrispondente a un lato di FJ dotcrminato da un sistema di 
epeciali valori (a, , . . a„), si trova sul segmento di AB determinalo dai soli va- 
lori (n, . . . a„_,) il quale segmento corrisponde a un lato di P„_,. Questo seg- 
mento si trova alla sua volta sul segmento di AB determinato dai valori (n, . . . a„^), 
il quale segmento corrisponde a nn Iato dì P„_t ... e cosi si continua, fin che 
si giungo al segmento di AB determinato dal solo valore («,}, il quale segmento 
corrisponde a un lato di P,. 

Per avere i sistemi che corrispondono ordinatamente ai lati di P^ basta fare 
le disposizioni dei valori che si devono nttrìbuiro ad a, . . .a„, cominciando da 
a^ e risalendo. 

Cosi al primo lato di P„ corrisponde il sistema (00 ... 000), al secondo lato 
(00. . . 002) e successivamenio (00 . . . 003) ; (00 . . . OOl) ; (00 . . . 020) ; (00 . . . 022) ; 
(00 . . . 023) ; (00 . . . 024) ; (00 . . . 030) ; (00 . . . 032) ecc. Al penultimo Iato di P, 
corrisponde il sistema (44 . . . 443), e all' ultimo (44 . . . 444). 

Dalla corrispondenza dei lati di P„ colle disposizioni degli elementi cO; 2',3;4 
ad n ad n » si ricavano diverse proprietà dei lati di P„ , che ometto per 
brevità. 



9. Dalla seconda formola del paragraro 7, mettendo per l la lunghezza del 
segmento di AB conisponderuc al lato di P„_, , si ricava che: < La diatama 
del 2'tinto di AB corrispondente aW origine, del lato di P„ dall' origine del seg- 
mento di AB determinato da ^a^ ... a„_,) è: 



Questa d'stanza é zero se è a^ = e solo in questo caso. 

Alla sua volta la distanza dell' ultima orÌ,-:ine dall' origine del segmento di 
AB determinato da (a, . . . a,j_j) è : 



e cosi via. Si giunge cosi all' origine del segmento di AB detcrminato da («i) 
la cui distanza da A ò -4. Addizionando tutte queste distanze si ha la distanza 
da A del punto di AB che corrispondo ali' origine del lato di P, , ossia si ha 
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A parametro dt questo vertice di P„. E dunque; 



+ '- .. <•■ 



.= 1^ 



In tal modo cogli stcsei naiiicii (a^ . . . a„) clic dctcrrnmano la Inii^liozza 
del segmento di AB co iTÌspon dente a un lato di P„ {vedi paragi'aTo 8) bì dclér- 
miiia II parametro del veitice orif^inc del lalo stesso. 

10. Stabilisco ora rfi coordinare a ciascuno dei vertici di P„ lo stesso siste- 
ma di numeri (a, , . . a„) che determina il lato di P„ avente quel vertice per ori- 
gine. Così facendo, la forinola precedente di t dà il paraìnetro per ciascun ver- 
tice di P„, mediante il sistema {si) corrispondente a quel vertice. Resta CBclnso 
l'QUim<) verlico di P„ , clic è B, il cui paiametro è 1. 

In tal modo il parametro del vertici di F, k determinato dal valore di a, , 
il parametro dei vertici di P, dalia coppia ((i,fl,) .... dei vertici di P„ dal si- 
stema la, . . . a^), dove ciascun a può avere uno dei valori ; 2 ; 3 ; 4. Così t 
i" vertici di P„ (escluso B) corrispondono alle < disposizioni con ripetizione » 
«fei 4 elementi ; 2 ; 3 ; 4 nrf n nt* ii, le quali disposizioni sono appunto 4". (I 
sistemi clic diinno ordinataniente i vertici di P„ si trovano nel paragrafo 8). 

Volendo avere solo i vertici primitivi di P„ basta nel sistema (a, . . . a„) 
scegliere a^ solo noi valori 2 ; 3 ; 4. Si hanno appunto cosi 3 X 4""' sieleml. In- 
vece i vertici di P„ clic appartengiino anche fi P„_, si hanno dando sempre 
ad a, il valore zero: e in generalo ì venie! di P„ che appartengono anche a 
^'« (»» < ") 8' lianno dando agli n„^, a„+, . -. a„ il valore zero. 

11. Sia ora M un punto qualunque di AB^ il quale corrisponde certamente 
a un punto K di P. Facondo successi vamcn te su AB la divisione m potranno 
accadere dne casi: 

a) facendo un numero n sufficiente di volte la divisione to si trova che 
UBO dei punti di divisione coincide con M. 

In tfll caso £ è un vertice di P„ ; la posizione di U è determinata, mediante 
le divisioni fatte, da un sistema (a, . . . a„) , e la distanza AM = t 6 esprimibile 
eolla formola del paragrafo 9. Cosi « i punti-vertici di P corrispondono ai punti 
di AB, cui si può giungere facendo un numero finito di volte la divisione u »■ 
h) ripetendo quante volte si vuole su AB la divisione io non si giunge mn' 
trovare un punto di divisione die coincide con M. 

In tal caso H sarfi compreso tra due punti di AB corrispondenti a dne ver- 
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ttci successivi di P, , tra dae poeti corrispondenti a due vertici snccessivi di P^, 
poi di P, , . . e cosi ìndefl II ita mente. Queste due socceasioni indefinito di punti 
soddisfanno evidentomeute al postulato di Dedekìnd o percid determinano M 
in modo anice. In tal caso K sari nn punto limite della cui-va P. Pertanto: « i 
punti limiti di P corrispondono ai punti di AB, cai b impossibile di gfiangere 
per quante volte si faccia la divisione u >. 

I parametri dei punti costituenti le due suceessioni saddette oostitolranno 
quindi ana coppia di successioni convergenti di numeri, che determina un nu- 
mero limite unico, che sarà il parametro dei punto K. Cosi it parametro di K 
ha forma finita o forma limite, secondochò il punto di P è punto-vertice o pnolo- 
liinite. 

Si ricava di qui, che la formola trovata per t continua a soeststere anche 
per i punti-limiti della curva P, quando si estenda indefinitamente il sommato- 
rio. Difatti cosi facendo si ottiene una serie, che rapprosenia appunto il limilo 
della prima delle due encccssiaul convergenti, poiché in generate la tomma del 
primi m termini delia serie rappresenta (per ciò che sappiamo) il parametro 
del vertice di F„ precedente a K, ossia il termine emmesimo di quella sac- 
ccBStonc. 

Del resto la convergenza di questa serie può essere dimostrata direttamente 
senza difficoltà , e si può nnche verificare che la convergenza b assoluta e in 
egnal grado. Difatti dando agli a il valore 4 si ha la serie dei massimi valori (') 



t il valore di questa serie è 1' unità, 
l'i. La scric: 

(=> 



6'' 



comprende naturalmente il caso di un ):unlo vertice, riducendosl in £ quando 

tulli gli a da a^^^ in poi sono nulli. Perciò: il sistema dei numeri a, che indi- 
vidua un punto di P, può sempre considerarsi infinito. 

Dal sistema dei numeri a si può anuho riconoscere se il punto limite K di 
P trovasi sn qualche spezzata o su nessuna spezzata. Siano (fig. 3) L ed i due 
vertici successivi di P„ tra cui trovasi K, determinato da (a, . . . o„ a^,, . . .). Fa- 



(') Si osservi che 4, oltre che essere il massimo valore di a, d& a cos ~- i 
valore, che è 1. 
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cendo sa LO l'operazione Q sì hs che i punti L ; T ; V ; U corrispondono ai bì- 
stcni («,... a„0)(a, . . . a„2)(«, . . . n„3)(a, . . . n„4). 

Ora se a^t, vale zero oppure 4 l dne vertici di P„j., tra cai trovasi K (ri- 
spetlìvamente L e T, oppure U cd'O) sono allineali coi duo vertici di P„ tra 
coi trovasi K. Doriva di qui, ctie: 

K nel H$fema torritpondente a K tutti gli a da ft,^, in poi hanno valori 
tedU kIo nel gruppo ; 4 , fi j>unto K si trova su un lato di P„. Difalti K deve 
essere sa LO perché compreso tra due vertici di P„^., ; P,.+j . . . P„,, . . . e cosi 
via infinitamente, clic ai trovano talli sai Iato LO. 

Se invece a„+, vale 2 o 3 i duo vortici di P,,., Ira cui troviiaì K sono ri- 
speiijvnmeotc T , V e V , U o K noti può trovarsi su LO non potendo essere 
eslerro al triangolo TWV oppure VZU (vedi paraf^rafo a). In Rcncrale: < se n„ 
ealt 2 Z i impossibile che E »i trovi su una spezzala di indice inferiore ad 
n^>. Deriva di qui, elio: 

M nei sistema corriipondente a K per grande che si prenda V indice n si 




trovano sempre degli a di indice maggiore che valgano 2 o 3, il punto K È un 
punto limitt che non appartiene a nessuna spezzata. 

Per completare questa l'icerca poniamo, che nella espressione di t data al 
principio di questo paragrafo lutti s'i <• <'^ «„.i '" P^i nbbiano il valoio 4. Sc- 
pnnndo dalla serie la somma dei primi n termini e calcolando la »»mmn doi 
termini rimanenti, si trova : 



Il primo termine 6 il parametro del vertice di P„ determinato dal sistema 
finito (a, . . . o„), il secondo termine 6 il segmento di AB corrispondente al lato 
(liP„, clic comincia con qncsto vertice (vedi paragrafo 8} quindi < la somma 
rappresenta il parametro del vertice di P„ sncccssivo al vertice (n, . . . a„) ». 

RisQlUt di qui, che: perchè K sia jjwii^o limite su qualche speezata bisogna 
ehi per grande che sia n negli a rf* indice maggiore si trovino eem}>re tanto dei 
califri zero quanto dei valori 4. 

8e invece i possibile trovare un n tale che gli a da »„,., i'h poi valgono lutti 
itro oppure valgofio tutti 4, il punto K è wm vertice di P„. Vodesi che anche il 

VOL. XLIV. ^^ 
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parAtnelro dei vertici di P„ può essere esprcaso con nna acrie, confermando che 
« anche i vertici sono punti limiti » (vedi piirngrafo 3). Per esprìmere a questo 
modo il parametro di un veriice di P„ si pano dal sistema finito, che individua 
il vertice precedente, si possono ccs) rappresentare tutti i vertici ad eccezione di 
A. Il punto B corrisponde al sistema infinilo (4444...) (')- 

Dunque « se (a, . . . a„) è il sistema finito che individua un vertice primi- 
tivo dì P„ (con che it„ è diverso da zero) questo punto è anche individuato dal 
sistema infinito (a, . . . a„. , a„ 4 4 . . . .) indicando con a^ il valore che precedo 
R„ nella snccessione ; 2 ; 3 ; 4 >. In tal modo II parametro dei punli-veriici di P 
b suscettibile di duo rappresentazioni differenti (*). 

Questa, ed altre proprietà, mostrano una corta analogia tra la funzione f 
adottata per misurare il parametro, e gli ordinari numeri (^). I numeri a corri- 
sponderebbero alle cifre. 

t;!. Sia ancora K un punto qualunque di P e siano L ed due vertici 
saccessivi di P„ tali che K si trovi . nell' arco di P limitato da L ed O. Limi- 
tiamoci a considerare quest' arco , il quale (come sappiamo) è simile All' in- 
tera curva, 

Tra i punti di quest' arco e i punti del lato LO vi ha una corrispondenza 
univoca, ed essendo S il punto corrispondente a K su LO, la distanza LS rap- 
presenta ora lo stesso ufficio clic rappresentava precedentemente AM rispetto al- 
l' intera curva. Perciò stabilisco di indicare la lunghezza di LS chiamandola il 
parametro del punto E sulla apezzata P_ e di rappresentarlo con t^. 

Per esprimere questo parametro mediante gli a basterebbe ripotere i ragio- 
namenti dei paragrafi 9 e 11 , tenendo conto che la lunghezza di LS (ossi» il 



a, . . . a„n„^, . . .) ò il sistema che individua K sull' intera cttrvn, questo punto 
è individnato sull' arco LO dal sistema (rt«+ia„,i . . ■), mentre (a, . . . o„) indivi- 
duano la posizione di L {*). Si otterebbe cosi : 



^f-A 



che si ridaee a una somma finita se K è vertice di P„(n > m). Se K è vertice 
di P. o di P„(B < m), t^ è nullo. 



(*) Alla fine del paragrafo 11 si vide già che t acquista il valore 1 dando a 
tutti gli a il valore 4. 

(') Questo fatto accade anche nella rappresentazione del prof. C e a à r o. 

(') Cosi ì numeri decimali finiti si possono esprimere come numeri periodici col 
periodo 9. 

(*) Difattì la prima volta che si fa t» su LO corrisponde alla (m+ l)'"*" volta 
che si fa questa divisione su AB (vedi paragrafo 6). 
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La (orinola di t^ può essere rìcavau anche in altro modo. 
Anzitutto si dimostra die il t'apporto tra un segmento preso sa an lato di 
P. e il segmento di AB corrispondente al segmento considerato è : 



Posto ciò si osserva cbe t^ è appunto un segmento sa un lato di P„ e che il 
Eef>nteiito di AB corrispondente Bl t„ b misurato dalla somma dei termini di t 
i ni termine emmesino, la quale somma è: 



>;' 



Basta moltiplicare pel rapporto hidlcaio testé per ottenere la forraola di t^, 

È facile stabilire che è 0^t„ ^ 7^, sia analiticamente sia ricordando il si- 

KnìHcaio geometrico del simbolo t^. 

Si osserri che f„ si riduce a t facendo m = 0. 

U. Tatti i punti dell'arco di F compreso tra due punti L od O successivi 
di P, si ottengono da (n, . . . «„«„+, ■ . ■) lasciando fissi i numeri a, . . .a„ (il cui 
sistem» determina il punto L) e vanantlo In tutti ì modi 1 valori di a„^., , a„^.,... 

lu pardcolaro il punto L è individuato da (a, a„ 00...) e il punto da 

(a, ...a„444 . . .). 

Su K ed H Bono due punti di. P appartenenti all' arco LO e t g t' sono i 
parametri rispettivi, le espressioni di t e di V possono differire solo nei termini 
successivi al termine ennesimo. Ora la somma dei termini di t Bucocssivi al ter- 



mine ennesimo ha per massimo valore — . Di qui deriva che la differenza f — f' 

non può superare in valore assolato -^. 

Dalla similitudine di P coli' arco di P compreso tra due vertici successivi 
^i Pp ai argoìsce clie deve essere anche: | („ — ('„| S kr dove m non dove su- 
perare n perchii K ed H si trovino sicaramonto nell' arco di P corrispondente 
al lato di P_. È del resto facile il confermare analiticamente questa proprietà. 

i3i deduco di qui che : « Quando il punto K H muove ittita curoa P nel- 
I'' arco compreso Ira due vertici successivi di P, le oscillazioai delle funzioni t 



e '■ (m S n) non possono superare ^7. , e perciò queste oscillazioni si possono ren- 
dere minori di qualunque quantità assegnabile, prendendo n abbastanza grande ». 
15. Sulla somma dei primi k termini di t o di t^, sulla somma dei termini 
<li i di (^ successivi al termine fc"'*"*, e simili, si possono stabilire diverse pro- 
prietà, sia ricorrendo al significato geometrico sia per vìa analitica. Ometto qae< 
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sto proprietà por mparinto di spazio, limitandomi solo ad enanciare la Beg;acnte: 
' Se un tcrminG di t o di t„ non è nullo, ossia non è nullo il faUoro a che en- 
tra in questo termine, il valore di questo termine non può essere minore del dop- 
pio della somma dei termini seguenti >, (continua) 
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Eecengione fatta dal prof. T. Levi — Civita alla R. Accademia delle Scienze 
di Padova (!<> aprile 1906): - 

Francesco Caldarera, Nestore dei colleglli nostri, al Impone da tempo alla reve- 
renza affettuosa degli studiosi come insigne esempio di continuata operosità scienttlica. 

Gradila occasione a manifcsIargU questi sontlmentì offro 11 dono, leste per- 
venuto alla Accademia, del icrzo volume del suo « Corso di Meccanica razio- 
nale*. Come noi volami precedenti, si nota una giovanile agilità di compren- 
sione, che permeilo all' A. di tener conto dui più recenti indirizzi dì ricerca e 
di farsene anche pioniere nel campo dell' insegnamento. 

Una rapida rassegna degli argomenti trattati basta ad accertarsene. 

Troviamo anzitutto un capitolo introduttivo sulle trasformazioni degli inie- 
gral! semplici e mnltipli, e poi la cinematica dei sistemi continui, in cai lo tio- 
sioni fondamentali sono egregiamente coordinate cosi ai complomonii difforenzìali 
di Belt'ratni corno alla discussione geomolrica delle deformazioni locali e dei ca- 
ratteri salienti del moto. 

Seguono la statica e la dinamica de! sistemi continui , secondo Cauchy, cui 
l'A. riattacca por vìa energetica, mediante il principio dei lavori virtuali, il caso 
particolarmente importante dei corpi elastici: in poche pagine è fatto posto al teo- 
rema di Betti a qualche sua semplice applicazione; e si arriva alla dclinizionc 
delle due forme tipiclie di vibrazioni ehistiche (onde piane loiigitadinali e trasversali;. 

Noi capitolo dedicato all' idrostatica sono sviluppate applicazione importanti: 
la formula barometrica, fino ai dettagli de] calcolo numerico; lo ooudizionì di 
slabilitA dei galleggianti ; e la teoria delle forme elHssoidiche di equilibrio di 
masse fluide inoiantt. 

Per bene apprezzare lo svolgimento dato all' idrodinamica giova aver pre- 
sente lO' stato attuale di questa dottrina. 

Essa poggia, come ogni altro ramo della meccanica, eopra basi solide , or- 
mai fuori di discussione: e questo consentono applicazioni brillanti a tulli i fe- 
nomeni, in cui non ò sensibile, o, almeno in prima approssimazione, pud essere 
trascurata l'influenza delie condizioni ai limiti. 

Ha, dove tale influenza diviene essenziale, come nella maggior parte dei pro- 
blemi della idraulica pratica, la idrodinamica razionale non ha ancora saputo ri- 
spondere alle esigenze dei tecnici, pur esperendo le più affinate risorse dell'analisi. 

Cosi, mentre per le questioni concernenti corpi solidi, sia rigidi che clastici, 
i precolti della ingegneria sono figliazione naturale delle teorie meccaniclie, l'idrau- 
lica è per ora, almeno in gran parte, costretta a desumere i propri criteri diret- 
tivi da un empirismo più u meno sagace, senza aver modo di lumeggiarli, va- 
gliandoli e collegandolì con metodo matematico. 

Tutto ciò nettamente apparisce dal trattalo del Caldarera. 

Vi si fauno apprezzare lo cose semplici e belle, mettendo tra altro in rilievo 
i risultati modernissimi di llugoniot o di Had^mard sulla propagazione dello 
onde; ma non si dissimulano lo gravi difficoltà, che rimangono da sapcraro, né 
si lascia, per dir cosi, illanguidire con lusinghe maiematiclie il senso della realtà. 
L'A, lo tiene al contrario l)on desto; e Ift dove, come ad es. nella foronomia, lo 
ricorclie leoricho hanno (inora fallilo, egli si prende cura di far intanto conoscere 
al lettore I fenomeni o i rtsullati sperimentali. 

Imitabile esempio, che si ispira a sani criteri di vera filosofia naturale ! 
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DNA LEGGE DI SVILl'PPO PER LE OPERAZIONI INVARUNTITE 
FRA PIÙ SERIE DI VARIABILI 



Don. SILVIO MINETOLA 



I. Le n sene di vni-iiibiU w , y , z ,u t),di specie qualsivogliti, danno 

ìaago «gli tt* operatori elementari di polare : 

D.. D.» D., i>„ n„ 

D„ D„ D„ D„ D,. 

D„ D„ D„ D„ D„ 

D„ U., D„ D D., 

U„ D„ D„ D,, D„ , 

"love in ceneraio s'intende: 

''"=«'s?, + «',>; + »-.V7^ ■■•■?.?=». ».«•"■■■■«.■ 

mediarne i quali si possono formaro svariati composti opcraiivt. 

Sa Gonsidcriaiuo uti' operazione monoinia di grado 17, e sia ad os. la 

D_, D,„ D„. D_. D^ D„, . . . Vf„ , 
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resta fissato il quadre 



z u y u X . . . V 

fìtlennto ponendo in ogni verticale gli indici di uno Bte&so operatore , siinando 
nella prima linea orizzontale gli indici derivativi e nella 2> quelli moltiplicativi, 
e facendo succedere te verticali nello stesso ordine degli optiraiori componenti 
l'operazione; viceversa, dato il qtiiidro (l), ad esso corrisponde una ben deter- 
minata operazione, quando sì tenga confo delle- convenzioni precedenti sul aigni- 
flcaio e sull'ordine delle variabili che contiene ('.'. 

Ora, fissato un indice moli iplicat Ivo quiilbìasi in (I), se alla euu sinistra si 
trovano indici derivativi dello stesso nome, diremo che il l» è in inversione ri- 
spetlivanienie con ciascuno dei secondi. 

Così, net quadro (I) la v dell'operatore D.^ è in inversione con ciascuna 
variabile omonima degli operatori D,^ e D„ ; lo stusso dicusi per la v dell'ope- 
ratore Duo, djmodocliè può dirsi che il quadro (1), o l'operazione corrispon- 
dente, ha 4 invei'sioiii rispetto «Ila variabile v. È facile poi vedere eh' essa ne 
ha una sola rispetto alla u, mentre non prescnla inversioni rispetto ad ogni altra 
variabile. 

Ebbene, noi daremo in questa nota una leggo di sviluppo per le operazioni 
monomie dì polari di grado qualsivoglia , in cui ogni variabile può trovai-si al 
massimo una sola volta in inversione. 

Osserveremo sin d'ora che a questa classe d' operazioni appartengono sem- 
pre quello in cui ogni variabile è contenuta nulla successione degli indici mol- 
tiplicativi degli operatori ed in quella dei derivativi , ed una volta sola in cia- 
scuna successione. Un' operazione di tal tipo sarebbe, ad es., la 

D^, D^j, D„. . . . D,„ , 

e per queste mootreicmo subito alcune notevoli proprietà, basandole sulla legge 
di sviluppo che ora esponiamo. 



2. Fissato un operatore qualsiasi, ad es. : 



\ di rsso con un altro non conlcnenlc a derivaiiv 



{') Ci Berviaiiio dei quadri corrispondenti alle operazioni per avere più facil- 
mente presente la funzione operativa e la posizione di ciascuna variabile; l'utilità 
d'una tale noinzione apparirà anche meglio in seguito. 



),Googlc 



)( 133 ){ 
molllplicativ^ tlel precedente, ad ns. con 



"..=S=.,^-. 



otteniamo : 






e, cioè, l'operazione del 1° membro è rnpprcBcntabile mediante nna Z d'ordine 
pari al eoo grado , contenente imto le operazioni indicate nei snot opecatori , e 
con un medesimo Indice le variabili d'uno stesso operatore. Evidentemente , in 
maniera del tatto analogia alla precedente sarebbe rappr^eotabilc Dn'oper»sione 
(li qualsiasi grado, i cui operatori non contenessero derivazioni rispetto a varia- 
bili introdotte prcccdcittcnientc a fiuiorc, ossia, che è lo stesso, bh' operazione 
con ncssnna inversione. Mentre, se t^n U^„ o su un composto di grado maggiore, 
ad es. (2), operiamo con nn operatore coiitonente una derivazione rispetto ad w, 

già introdotta a fattore con D„„, e sia D,„ = X'js — i otteniamo: 

« w «. ijj j <dx,^3jc'H, ^, ^'£ì,,tXidyj 

" V i* , V 9' 

= / Xju,e, - — -—r- + /. scjZi ^- — , 
'^i ^ 'dXidy/ut -rf ^ * dx,cyj' 

e, cioè, oltre il termine a 1 If^pl^, iic otteniamo un altro a Z doppia non conte- 
nente la u, e dove trovatisi con uti medesimo indice lo due variabili che s' ac- 
compagnano alla eliminata nella L pioccdeiito o nell'operazione. 

Se al osserva che in qaeeto caso la u è In inversione, può dirsi che nn'ope- 
ruione monomia di polare del gi-ado h con 1 inversione è sviluppabile nella 
somma di un termine a £ d'ordine pari al suo grado e contenente tatte lo ope- 
razioni indicale negli operatori, e di tanti termini Z d'ordine « — 1"""", non 
contenenti la variabile in inversione, qnanic sono le combinazioni di 1 cosa una 
ad ana. 

Successivamente si continuerebbe tuttavia a verificare la legge enunciata di 
sviinppo pw un'operazione con fc- 1 inversioni relative a fe— 1 variabili distinte. 
E, cioè, essa sarebbe sviluppabile secondo la somma d'una S n^" di tante S n-l"'*", 

(jannte sono le I T ) > ^ queste si formerebbero eliminando ogni volta nna 

delle Jt — 1 variabili dalla £ precedente e segnando con un medesimo indice quello 

che s'accompagnano alla eliminata, di tante £ m-2"'"", quante sono le ( ^ ) » ed 

analogamente queste si formerebbero eliminando ogni volta due delle fc-1 varia- 
bili dalla £ d' ordine massimo e segnando con un medesimo indice quelle che 
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s' accompAgnano alle etiininate, e cosi via sino a sommare la £ non contenento 
nosaana delle k— l varlabUi, (in nomerò, cio&, di ( ] ) o ohe sarebbe d'or- 

dine n — k-ì- 1"*"'. Faremo ora vedere che tal logge, essendo vera sino a Jt - 1, 
sark anche vera quando si passa a k, con che resterà dimostrata in generale. 

3. Sia n - 1 il grado dell' operazione con il: - 1 inversioni, salla qnale dob- 
biamo operare con nn operatore elementare contenente a derivativa nna varia* 
bile die trovasi nna volta sola tra gli indici moltiplicativi di essa, e la qaale 
porterà a A: le inversioni della nuova operazione di grado n. Qnesta variabile, 
cosicché, si troverà a fattore di tntti i termini dello svilappo dell'operazione 
primitiva, e quindi derivando rispetto ad essa, da ciuscano dei suddetti termini 
ne provcn'anno altri dae, a seconda si esegno salla forma sa cni Intendeal ap- 
plicata l'operazione, o aalla variabile fattore, la derivazione indicata. 

Ora, derivando II termine d' ordine massimo vorrà un termina £ d' ordine 
»"" o un altro d'ordine n— 1"°, dal quale ultimo realerà eliminata la variabile 
rispetto A cui si deriva ed avrà con eguali indici quello che con easa s'aoeom- 

pagnavaao; intanto , operando sul ( 7 1 termini non contenenti una ad una 
le ft - 1 variabili, e che sono d'ordine n - 2"", proverranno dei termini cbe non 
le conterranno del pari e saranno d'ordine n— l"". Questi k — ì termini, assieme 
all'altro dello stesso ordine già ottonato, danno proprio i k = ( 1 termini non 

contenenti una ad una le -k variabili , nello sviluppo della naova operazione di 
grado n. 

Dagli stessi ( 7 ) termini precedentemente considerati ne proverranno 

rispcttlvii mento altri ( ~ 1,1 quali non conterranno la variabile rispetto a cui 
si deriva; essi aarnnno d'oidine « - 2""", ciascuno non conterrà due delle k va 
riabili e, cioè, una delle combinazioni della nuova con un' altra dello k—l pri- 
mitive. D' altra parte > { Z } "'i™'"' <*' ordine n - 3"' dello «viluppo primi- 
tivo perdureranno a non contenere complessivamente tutto le combinazioni due 
a duo delle k - i variabili quando s' opererà su di essi, nello eteaso tempo che 
l'ordine delle loro £ passerà ad n-2; cosicché, nel nuovo risultato vi sa- 
ranno 



('T')H'^')-a) 



termini non contenenti complessivamente tulio le combinazioni due a due delle 
k variabili. 

Analogamente si mostrerebbe che vi aaranno 
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termini non contenenti tutte le combinazioni tre a tre delle k variabili in inver- 
sioni, e via dicendo sino ad ottenere il termine non contenente tutte le k varia- 
bili, ossia combinate k & k, e. t. &. 

4. Il nnmero <I1 tatti 1 termini "L dello sviluppo precedente è danque dato 
linlln somma: 



(S)H?)H5) — ®=-^'- 



E può enunciarsi : 

Un' operazione moaomia eli potare di grado n con k inversioni relative a k 
rnriabili digtinte è sviluppabile in ì* termini £; da questi termini mancheranno 
0, 1 , 2 , . . . , k delle k variabili precedenti, e gli indici in essi si disporranno 
in mi>do da aofnre con uno stesso quelle variaiiiii che compariscono in un me- 
lìtiimo operatore e che s' accompagnano con ciascuna delle variabili mancanti. 
St ìi' =0 ,1 , 2 , . . . ,k , i termini da cui mancheranno k' dette k variabili sa- 
ranno l,,j , e da ognuno, cioè, mancherà una delle combinazioni delle k ciiria- 

biti k' (1 k' : V ordine poi di ciascuna di queste £ sarà n — k'. 

Per dare un esempio , applicheremo lo sviluppo all' operazione del 4" 
grado; 

I>»« D., Du, R™ . 
a cai corrisponde il quadro degli indici: 

y z u X 



Da questo appare subito che l'operazione tiji 3 inversioni relailvo alle 3 va- 
riabili y , E ed u , dimodochò ossa sarà sviluppabile in 2' = 8 termini , e , cioè, 

nel termine contenente tutte le variabili, in altri {|)=3, dai quali mancherà 

successivamente una delle variabili y , z , u , in altri LA = 3 , non contenenti 

due delle * variabili precedenti combinate Buocessi va mento due a due, e final' 

niente nel termine ((q) = ') cl>e no" conterrà tutto e 3 le variabili. 

Si avià : 

D„ D„ D,. D,. = g=. w» ,^_a^^e,., + E"»*', s^^^ + 
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Chiameremo termine priacipale dolio sviluppo qnello con la £ d'ordini 
UD altro tenniue qualslael non contencnto k' variabili sarebbe tormine principale 
dello sviluppo corrìspondento all' operazione ottonata col sopprìmere le k' va- 
riabili in quella che si svilappa, e coli' accoppiare in un medesimo operatore 
quelle accompagnanti claecnna delle eliminate. Coa), ad &a., il termine 

è termine principale dell'operazione D^^D,^D„. 

5. Se nel quadro (IJ relativo all' operazione 

D„D„,D„D™D„D„, . . . . D„, 

passiamo la 2" orizzontalo al posto della t* e viceversa, otteniamo l'altro: 

z u y u a: v . . . . v 
(S) 

V Z U V u u . . . . z 

relativo all' operazione 

D„ n„^ D^ !>«, Dxu D^ D„ , 

che s'ottiene dalla prima con la permutazione degli indici in ogni operatore. 

Ora, & facile far vedere che passando dal quadro (1) al (3) si perdono tutte 
le inversioni esistenti nel !<•, e si acquistano tutto quelle relative alle variabili 
che in esso non sono In inversione, escludendo quello appartenenti ad operatori 
Impropri. 

Inratli, se si considera in (1) un'inversione relativa ad una variabile molii- 
pltcativa d'un certo operatore occupante nell'operazione il posto h"", snccederft 
che 1' omonima derivativa con cui è in inversione ocenpcrA un posto d' ordine 
inferiore allo h*"; intanto, col cambio indicato, la derivativa vcrrft, conservando 
lo stesso ordine di successione, tra gli indici moltiplicativi, e viceversa la molti- 
plicativa verrà al posto A"" della successione degli indici derivativi, dimodoché 
in questa'nuova posizione la variabile moltiplicativa avrà alla sua destra l'omo- 
nima derivativa, e l' inversione si sarà qolndi perduta. 

Analogamente si mostrerebbe come una variabile che non sia in inversione 
in (1), lo sarà invece In (3), escluse quelle sitnate al disopra delle omonime, per 
le quali II cambio indicato non porla modificazione alcuna. 



6. Partendo ancora dal quadro (1), eseguiamo in esso un rovesciamento di 
verticali, e, cioè, portiamo l'ultima verticale, o n*"" , al posto della 1*, la m - 1"^ 
al posto della 2% e cosi via sino a portare la 1» al posto detta n"". In questo 
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modo si passa al qaadro : 



relntivo all'operazione Dzo ... Duv Tiusc Dim Tìuy Dzu Dfz, clic s'otterrebbe da quella 
corrJspondenic ad {\) coli' analogo rovesciamento degli operatori. Ci sarii facile 
iiiostrars anche questa volta come passando dal quadro (l) al (4) si perdono 
[Qtie le inversioni del primo e si acquistano quelle rolative alle variabili che 
in esso non sono io luversione, escludendo sempre quelle relaiivo ad operatori 
impropri. 

Infatti, considerando un'inversione in (1), Buccederà che se la variabile di 
specie derivativa occupa il posto A"", quella di specie moltiplicativa occuperà 
almeno li posto h + 1""; ma la verticale fc"^, contenente la 1», passa, col rove- 
sciamento indicalo, al posto d'ordine n — kx l*"", e la Ti 4- l"', contenente la '2>, a 
qaello d' ordine n-V*", cosicché quest'ultima moltiplicativa precederà, nella 
naava posizione, la derivativa, e l'inversione sarà quindi perduta. 

Se l'ordine del posto occupato dalla variabile moltiplicativa fosse stato bq- 
periorc ad h ■>■ i, la conclusione sarebbe restata, evidentemente, la stessa. Con 
analogo ragionamento si farebbe vedere ohe avviene il fatto opposto per quelle 
Tariabilì non trovantisi in inversione in fi), che Io saranno invece In (4), escluse 
qnelie collocate sulle omonime, per le quali il rovesciamento non porta alcuna 
modiScazione nella loro relativa posizione. 

7. Paragoniamo ora ! quadri (3) e (4| ottenuti da (1) mediante due opera- 
zioni distinte. Il (4), siccome (1), ha gli Indici d'ogni verticale permutati rispetto 
a (3), mentre avendo le verticali rovesciate rispetto ad (1), le avrà tali pare 
rispetto a (3), le cui verticali hanno lo stesso ordino di quelle di (1). 

Cosicché , le operazioni relative ai quadri (3) e (4) differiscono 1' una dal- 
l'altra pel rovesciamento degli operatori e la permutazione degli indici in ogni 
operatore. Intanto i quadri (3) e (4) hanno le stesse inversioni (art. 5 e 6), e si 
potrA enunciare : 

V operazione monomia di polare di grado n ottenuta da un'altra contenente 
t inveraioni con il rovesciamento degli operatori e la permutazione degli indici 
in ogni operatore, ha le steste k inveraioni di quella da cui deriva. 

Se si applica il teorema enunciato ad operazioni per le quali 6 valida la 
legge di sviluppo data negli articoli precedenti, e si osserva che se un' opera- 
zione b ottenuta da un'altra con il rovesciamento degli operalort e la permnta- 
ziune degli indici in ogni operatore, vicevei'sa può dirsi che quest' ultima si ot- 
tiene dalla prima colla stessa serie d'operazioni, sì ricava che : 

Due operazioni monomie di polare di grado n ottenute l'una dall' altra con 
il Toveiciamento degli operatori e la permatasìone degli indici in ogni operatore, 
«OMO tvituppabili nello stesso numero di termini, i quali saranno composti uno 
ad uno colle stesse variàbili, che, però, si troveranno scambiate nella funzione 
'•Itrtiliva nei '.ine termini corrispondenti, composti, cioè, colle stesse variabili. 



.yGoogIc 



)( 188 }( 

8. Chinmeremo verticali corrispondenti dei qnadrl (3) e (4) quelle che con- 
tengono i medesimi ìndici, e cosi anche diremo operatori corrispondenti delle 
operazioni relative ai quadri f3) o (4), quelli relativi a verticali corrispondenti-, 
se si osserva che te verticali di (3) sono le rovesciate di quelle di (1) e vice- 
versa, se ne deduce che le corrispondenti sono la 1" e la n"", la 2* e la n — 1"*, 
ed in generale la h"' e la n — h+ 1"", e cioè le atesse considerate nell' art. 6, 
le quali si scambiavano tra loro nel rovesciamento. 

Ebbene, se nel (3) si scambiano dac verticali qualsiasi, e in (4) quello ri- 
spettivamente corrispondenti dolio prime, s'otterranno due nuovi quadri; i quali 
differiranno sempre tra loro pel rovesciamento delle venicali o la permutazione 
degli indici. 

Infatti, se , ad es., portiamo in (3) la 1^ verticale al posto della 3" e reci- 
procamente, affinchè resti inalteralo il rovesciamento in (4), la corrispondente 
della 1« di (3), che è la n"", deve venire al posto- della corrispondente della 3", 
che k la n — 2'"', e viceversa. 

Neil' eseguire questi scambi è restata inianlo inalterata la permutazione de- 
gli indici, dimodoché i dao nuovi quadri e le operazioni relative differiranno tut- 
tavìa pel rovesciamento dogli operatori e la pcrmatazione degli indici. 

Taranto, 1906. 
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SULLE OMOGRAFIE E COHRELAZIONI NON SINGOLARI 
JN UNO SPAZIO AD UN NUMEIEO QUALUNQUE DI DIMENSIONI 



Oott. SIRO MEDICI 



INTRODUZIONE 

È cosa ben nota, che una oiDOgrnfla di uuo spazio in sé stesso b doflnita 
da una furma bilineare con variabili coiitragrodìenti, ed una corrclazioDe da una 
forma bilineare con variabili cogredìeiiti ; sicché lo studio delle omografie e delle 
correlazioni coincido con quello delle forme a variabili conlragredienti e cogre- 
dienti rispettivamente, almeno dai panto di vista analitico. Ora ta teoria delle 
ferme bilinenri ba asBunto uno sviluppo considerevole, cw' forse non corrisponde 
OD adeguato sviluppo delle applicazioDÌ geomotricho. Al Sagre spetta il me- 
rito di avere applicato noi campo geometrico alla teorìa delle omogratìe vari! 
teoretni algebrici, come, ad es., quello di Wcierstra8s(')e quello di P r o- 
beniaa (*). Dopo di lui il Predella ha data la dimostrazione geometrica di 
QUA parte del teorema di W e i e r s t r a s s , di quella che riguarda l'oqaivitlonza 
di dae forme bilincari con variabili con Iragredi enti; ed anzi per le omografie non 
angolari, dopo averne date varie proprietà iioievoli, sempre con processi geo- 
metrici, è arrivato alla forma canonica corrispondente a quella data dal W e i o r- 
Strass per le forme. Ora a me è parso utile proseguire tale ricerca ed esten- 
derla anche alle correlazioni; e son riuscito a mettere in maggior luce il signi- 
ficato dei divisori elementari tanto por una omografia, che per una correlazione 
non singolare, arrivando poi a darò le forme canoniche, ed a dimostrare il teo- 



(') Weierstrasa — < Zar Theorie der bilìnearen und quadralischen Furmen » 
(UoDBtsberichte der K. P. Akademie der WìssenBchaften zu Berlin, 1808; Werke, 
Bd. II). 

OFrobenitiB— « Ueber lineare Snbstitutioneu und biiinearen Formen > 
Jonmal fUr die Matbematik von Creile, Voi. 64, 1878). 
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rema di Eronecker (*) sull' equivalenza di due forme bilincari con variabili 
cogredienti, nel caso che queBte siano però a determinante non nullo. Per questo 
SODO partito dai risultati del Predella ed ho introdotto inoltre il concetto di 
decomposizione di una oroografla o correlazione in piti altre elementari: concetto, 
che equivale all'altro analìtico di riduzione di una forma, concetto del resto 
molto antico nella teoria delle forme bilincari ('). 

Ed appunto, trattato nel § 1 della decomposizione di una omografia in ge- 
nerale di varie proprJetfl nd essa conuessc, e rìchiiimnti poi nel § 2 varii teo- 
remi sullo omografie dovuti al Predella, vengo nel § 3 ad eseguire la decompo- 
sizione di una omogruHa non singolare qualunque in omografie elementari , con 
che vengo a riconoscere per una omografia il significato preciso dei divisori ele- 
mentari. In modo del tutto analogo procedo poi per le correlazioni nei §§ 4-7 
ed anche por queste arrivo alla decomposizione in correlazioni elementari, dando 
poi la regola, che ne risulta, onde ottenere la forma normale delle equazioni di 
una correlazione qualunque non singolare, ed insieme la condizione, perchè esi- 
stano correlazioni non singolari, che hanno una data caratteristica: dimostrando 
cosi, per quanto riguarda le correlazioni non singolari, il teorema diKronecker 
sopra citato. Nel § 8 considero poi quelle correlazioni particolari , che sono li- 
mite di correlazioni generali della stessa classe, dando la condizione necessaria 
e sufficiente acche ciò avvenga. 

Le principali memorie, che mi hanno servito in questo lavoretto, e che io 
sappongo conosciate, sono le seguenti: 

8 e g r e — < Sulla teorìa e sulla classificazione delle omografìe in uno spazio 
ad un numero qualunque di dimensioni > (Memorie della li. Accademia dei Lincei, 
Serie 3», Voi. XIX, 1884). 

Segro — «Ricerche sulle omografie e sullo correlazioni in generale, e par- 
ticolarmente su quelle dello spazio ordinarlo considerale nella geometria della 
retta* (Memorie della R. Accademia delle ijcteuzo dì Tonno, Serie 2*, Voi. XXXVII, 
1886) O. 



(') Kronecker— < Ueber die congruente Trasformat ionen der bilìnearen For- 
men • (Mot)a(sberichte zu Berlin, 1874;Werke 6d. I). 

(*j II concetto di fascio elemeatitre di formo biliiiearì si trova già in K r o n e- 
c k e r (Ueber die schaaren vou quadrati schen iind bilinearen Fornieu, Uonatsberichte 
zu Berlin, 1874; Werke, R'ì. I), che hiizì se ne vale per le dimostrazioni. Il concetto 
di forma riducibile e quello di formn decomponibile (zerlegbar), che de] resto sono 
strettamente connossi si trovano sviluppati uà po' più tardi nella memoria sopra 
citata dì Frnbenius. Ma d'altroude tutti ì risultati della teoria delle forme, con 
i quali van confrontati ì vaiiì, che andremo stabilendo via via si posson trovare nel 
l'opera: Muth,;— s Theon'e und Aowendung der Eiementartheiler » (Leipzig, Teubner, 
tSDOJ, e questa io citerò sempre nel seguito. Ivi si trova anche un' ampia biblio- 
grafia al riguardo. 

C) Nel confrontare con questa toemoria osservisi , che mentre noi prendiamo 
per l'equazione caratteristica di una correlazione | ),Ojj — «^, ' ^ , il S e g r e prend e 

l'altra | p(i^„ + gn^j Ì ■- , sicché nel confronto si ha da porre X = , 
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Berlin l —■< Costraziono delio omografie di uno spazio lineare qaaloaqae > 
(RendicoDii del K. latliulo Lombardo, Serie 2», Voi. XX, 1887) 

Predella — «Le omo^ra&c in una spazio ad un numero qualunque di di- 
mensioni > (Annali di matematica, Voi. XVII, 1890). 

Predella — « Sulla teoria generale delle omografie » (Alti della B. Acca- 
demia delle Scienze di Torino, Voi. XXVII). 

Del Prete — «Le omografie e correlazioni permutabili tra loro in uno epa- 
zia ad un numero qualunque di dimensioni » (Giornale dì Battaglini, Voi. XXXVII 
e XXXVIII, 1899-900). 

Non cito poi le numerose memorie, che si hanno sulla classificazione delle 
ontograSe nel piano e nello spazio a irò dimensioni , perchè esse si basau tutte 
sa coTiCflti molto dìvei'si da quello dei divisori elementari. Fa eccezione soltanto 
la memoria del Loria: «Sulle carrispordenze proiettive fra due piani o due 
spazii . (Giornale di Batiaglini. Voi. XXII, 1884>, 

Citerfi anche le memorie Del P r e l e— « Le corrispondenze proiettive dege- 
neri . (Rendiconti del R. Istituto Lombardo, Serie 2», Voi. XXX, 1897) ed Enri- 
qnes — < Alcune proprietà dei fasci di omografie negli spazii ad n dimensioni > 
(Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, 1890), occupandosi queste due me- 
morie di argomenti analoghi al nostra , e la seconda anzi con criterii In rap- 
porto alta teoria dei divisori elementari. 

Nel § 9 poi mi occupo della classificazione dei fasci di correlazioni invo- 
Intorie, e quindi in particolare dei fasci o delle coppie di quadriche , o delle 
qaartiche. A questo proposilo citerò la ben nota memoria : 

Segre— ■ Stadio salle qaadricbe in uno spazio ad un numero qualunque di 
dimensioni >. (Hemorio di Torino, Voi. XXXVI 1885) in cui si trovano molti dei 
risaltati, che espongo sulle quartiche, ma che io nonostante ho dato per la grande 
semplicità con cui essi scaturiscono dalle cose dette avanti , e poi, perchè sono 
pili generali di quelli dati dal Segre stesso. Citerò ancora la breve nota del 
BertÌni—( Sulla scomposizione di certe omografie in omologie» (Atti della 
K. Accademia delle Scienze di Torino, 1887). 

Infine nel § 10 tratto delle omografie, che lasciano ferma una data qoadrica, 
dimostrando por queste il teorema fondamentale di Frobonius: por tajo 
argomento è da vedersi spcciiUmente la seconda delle memorie citate di S e- 
i;re, che lo applica soprattutto alla geometria della retta, e la prima delle me- 
morie citate del D e I Prete. 

Mi riservo poi di tornare su altre questioni analoghe. 

8 1. 

Omografie composte ed elementari 

l. Data un' omografia non singolare ù Q) di un 8, in sb stesso essa ai può 

(') Anche quando non l'avvertiamo eHplicitamente noi intenderemo sempre di 
parlare dì omografie non singolaii. 



),Googlc 



X 192 )( 

sempre rappreeentare con dolio equazioni dol tipo 

0) pai'i = 2]"f»^* (1=0,1 r) , 

'love p indica un fattore di proporzionnlità, e te 0^^ , as\ (k =0 ,1 ,• ..,r) le coor- 
dinate di due pniiti corrispondenti rircrilo, come sfcmpre noi snpporremo, alla 
stessa piramide fODdnmentale. Quando noi vorremo poi distingacre 1 dae spazii 
BovrappoBiì , lì indicheremo con 8, ed S',., nel primo le coordinate correnti di 
pnnio essendo le X, nel secondo le x' ; di pìft II corrispondente dì un pnnto di 
8^ rispetto all'omografia Q, lo Indicheremo sempre apponendo an apice alla let- 
tera, clic rappresenta quel pnnto; viceTcrsa, il pnnto P' sarà sempre 11 panto dì 
8^1 che corrisponde al panto P di Sa- 
lina omografia £1 si dirà poi composta, quando si possano trovare dao o più 
spazii indipendenti S. _., 8^ _.,... ,S. ^ ((>2) di S,., che godano delle se- 
guenti proprietà: 

l.B) Appartengano ad 8^, cìob sia: 

(2) l, + l,+ .. . + l, = r + 1. 

2.*) Ciascono di essi sia trasformato In sé siosao dall'omografia 0. 

Quando poi non sia possìbile trovare tati spazii, 1' omografia considerata si 
diri etemenlare. 

Nel caso, ehe l'omografia data sia composta diremo spazii decomponenti gVi 
spazii S, I I 3i 1 I • - ■ I ^/_i di cai 8opra,ed omografie com;}onen<i te omogra- 
fie subordinate dalla data Sj _^ , 8, _ ^ , • ■ • > ^i _i , omografie , che indicheremo 

costantemente con il, , Qj , . . . , Q, , e che evidentemente non possono essere sin- 
golari. Più precisamente poi si dirà che Q è composta con 0, , Q, , . . , , Q^. 

2. Osserviamo, che la decomposizione di una omografia composta si paò in 
generale fare In molli modi; per es., se f > 2, a dao qualunque degli spazH de- 
componenti 8Ì può Bostiiuire il toro spazio di appartenenza. I risaltati che se- 
guono, valgono però qualunque sia la decomposizione pitrticolare, cui ci si ri- 
ferisce. 

Ha particolarmente importanti sono quello decomposizioni, che portano ail 
omografie componenti tutte elementari. 

Si vede subito, che una (alo decomposizione è sempre possibile. Infatti data 
una omografia composta facciamone una decomposizione qualunque, e siano: 

0. ,Qj,..., Q, 

le omografie componenti. Se, per es., Q, è composta, decomponiamola anch' essa 
nelle omografie Q,, , il,j , . . . , Q|,t,* Evidentemente ù si può considerare corno 
composta con queste e con fi, , Q, , . . . , Q, , e le nuove omografie componenti 
saranno almeno t + 1. Se in questa nuova decomposizione c'è ancora un'omo- 
grafia componente non elementare, ai applichi di nuovo lo stesso processo. Cosi 
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prosegneodo, aicoome il uamero delle omografìe componenti non paù per la (2) 
inperarc rf I , il processo dorrà aiTostarsi ad na certo punto, ed allora vorrft dire, 
cli« lotte le omoj^ratle componenti saranno elementari. Vedremo in séguito, come 
ide decomposizione sì cffettni, e come in generale anzi ai possa fare in infiniti modi. 

3, Per dnre snbito fin da ora un esempio semplicissimo di decomposizione, 
sapponiaiDo, che l'oroografla data sia generale. Allora per spazli decomponenti 
si poEBono prendere gli spazii fondamentali dell'omografia, che per il teorema 
di Segre (') appartengono ad S^, e che soddisfano certo alla seconda condì- 
lione; essendo tatti di pnnti nnit). Se si volesse fare una decomposizione in omo- 
graSe elementari basterebbe prendere in cìascano di <inegli spazii tanti pnnti 
indipendenti, quanti si pui», e ciascuno di essi considerarlo come uno spazio de* 
componente. 

4. Cambiando ora convenientemente la piramide fondamentale, prendiamo i 



primi l, vertici A, , 



, i seguenti I, A. 
,..,A 



,. ,A 



'l,+I,-I '" "1,-1 ' 
Quando si tenga 



eeo.l»ia,g)l ultimi i, *,_+,, ^...^ ,,., »,,+^+...+^,, ■ 

presente, che gli spitzii 8, _. , S, , . . . , S. _, soddisfano alla seoonda con- 
dizione dol n. 1 , si vede subllo, che le formale (I) dell'omografia assumono la forma: 



* /.+!,+ . H-i 



fcu% + (, + ... + I,.,+« 



{1^ = ; i=l, ...,i , i = 0,...,Z(-I) 
e per consegaeQzn II modulo (*) viene a prender la forma: 



'V>^.--«'V, 



«'"«n ■ ■ ■ «'"n. 



«"Vl,0 • • ■ «'*'l,-l,lr- 



(') Cfr. B e r t i n 1 — « Costruzione ecc. », § 3. 

(*) Nel seguito ci riferiremo sempre al modulo, anziché all' equazioni dell'omo- 
^Ga, potendosi queste ricavare semplicemente da quello, e risultaado d'altra parte 
piò facile e più chiaro il ragionamento. 
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dove gli elementi del minori non indicati sod tntii nulli. Àbblamu dnnqne: 

Una omografia compoita si può, am una conveniente traaformazlone di coor- 
dinate, ridurre ad avere un modulo della forma (3) , l,~l,l^ — l,...,l, -l 
indicando le dimensioni degli spaeil decomponenti per la particolare decomposi- 
zione, che si considera ('). 

5. DI qni segue sabito , che le omografie Q, , Q, , . . . , Q, non bastano ad 
individnare fi: infatti data 0^ (t = 1 , 2, .. . ,() sono detenatoati 1 coefBcienti 
a,i/')lj; ,t = Ofl,.,.,li—l) a meno per& di nn fattore di proporzionalità p^. 
Sicché dato tutte le t omografìe componenti restano ancora da determinare i rap- 
porti dì t— l di quello pi alla t"". Dati qnestì, oltre 0, , Q, , . . . , Q|, l'omogra- 
fia Q 6 completamente determinata. 

Possiamo vedere anche geometricnmente il pcrc1i6 della indeterminazione 
sopra notata: dare Qf vuol dire, se If > ì, dare 2, + 1 coppie di ponti corrispon- 
denti di S/^,. Sicché dare tutte le Q, equivale a dare »■ + ra + 1 (m<0 coppie 

di ponti corrispondenti. Ma tra i punti di S, di cui si danno cosi i corrispon- 
denti, co ne sono bensì r + 1 indipendenti, ma non r -h 2 ad r f- 1 , ad r + 1 in- 
dipendenti, come occorrerebbe, perché l'omograBa restasse determinata. 

Onde vedere il significato dei rapporti f( : p^ occorre esaminare più da vi- 
cino la relazione tra le omograQc componenti e quella compoeta. Consideriamo 
una retta r dell' 8,^, _, , cai appartengono Si_, ed S, _, , e che si appoggi in 

un panto A ad S| ., , ed in nn ponto fi ad 8| _, (f , fe = 1 , . . . , ()• Chiamati , se- 
condo la convenzione fatta, A' e B' i corrispondenti di A e fi in Q^ ed ù^ ri- 
spettivamente, alta retta r in Q corrisponde la retta r'^A'B': anzi al punto 
P di r, che divide il segmento Àfi nel rapporto ^:)i, corrisponde il pasto 
P' di r' , che divide il segmento A'B' nel rapporto (i,^-piV- In particolare, se 
prendiamo per A e B due pnnil uniti (certamente esistenti) di Uj ed Ù^, il rap- 
porto Pjt : Pi sarjt l' invariante assolato della proiettìviift ira le due punteggiate 
sovrapposte r ed r'. 

Da questa considerazione deriva, che i rapporti di due delle p^ sono inva- 
rianti dell' omografia; potremo dunque chismarli invarianti relativi a quella de- 
composizione. L'omografia data Q avrà dunque t—l invarianti olire qaelli delle 
varie omografie componenti. Perchè due omografie composte siano proiettiva- 
mente identiche è dunque necessario e sufllcleiile, che, decomposte le due omo- 
grafie in un partìcolar modo, ciascuna dello omogmlic componenti dell' una sia 
proiettivamcnie identica ad una di quelle dell' altra, o che siano ngaali gl'inva- 
rianti rolotivi alta decomposizione dell' una a quelli relativi alla decomposizione 
dell' altra, e precisamente siano uguali quegli Invarianti , che corrispondono ad 
omografie componenti proiettivamente identiche. 



(') Quando 1' omografia Q ha nn modulo del tipo (3) la forma bìlineare corri- 
epondente è decomponibile (zerlegbnr); sicché ad una omografia compoeta corrisponde 
nna forma riducibile, e viceversa. Noi non abbiamo fntta distinzione tra i due casi, 
come gli analisti, poiché dal punto di vista della geometria, essi ne formano quo 
solo (Cfr. Uuth, op. cit. , pag. 153). 
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6. Da qaanto abbiamo ora detto deriva nna oostrnzione della omografla 
compoBU con t altre, date questo ed ì t ~ l invarianti retativi alla decomposi- 
zione, che bì suppone effetinata. 

Sopponiamo dapprima t^'2. 

Allora dato sn punto qualunque P fuori diSf^, e di 8j_, por esso passa 

Dna ed nna sola reità r, che si appo^rgla in un punto a eiascuno di quei duo 
spazi! ('). Considerata qsesia e la corrispondente r' il paragrafo precedente dà 
la costruzione in questione. 

Osservisi ora cbe dare il valore di p, : p, equivale a dare per un detcrmi- 
nato punto P il corrispondente P' sulla retta i' di cui sopra. 
Sia ora ( > 2. 

Si cr>8traisca net modo ora dotto 1' omograBa Bubordinata da nello epa- 
^0 8,^, .,^CS,_, , S'i..,\ , e poi si consideri lo spazio 8, 4, j., ., = C8( ., ., , S, .,"i 
In Huesto Q subordina una omografìa, dì cui son date le due omografie componenti 
cioè 11, e quella costruita precedentemente, e l'invariante p, : p,. Si può dunque 
costruire aneli' essa alla stessa maniera. Procedendo poi in maniera analoga si 
arriva a costruire l'omograHa composta Ù. Cosi la coatrazione di un'omografia 
composta è riportata a quella delio omografie componenti (*). 

Anche ora osservisi, che il dare i t- l invarianti equivale a dare di un de- 
terminato punto generico (') P il corrispondente P', però con certe condizioni 
necessarie, perche l'omografia Q sìa composta con le t date. Vediamo subito 
qnali sono queste condizioni. Per P passa un S,^, , che bL appoggia in un punto 
Aj a ciascuno degli spazi! S, _,i a questo S(_, corrisponderà l'8',.,^A'i,A'g,..,A',),A'f 

essendo il corrispondente di A^ in Qj i ^ I , 2 , . . . , () , ed in questo 8',., deve 
esser dato P. 

7. Consideriamo ora una omografia Ù composta con 0, , Q, , . . . , Q,; e sup- 
poniamo, che alla radice (_*) p' dell'equazione caraiterlstica 



,-X 



(') Cfr. B e r t i n i — « Costi-uKÌone ecc.», § 1, n. 2. 

(') Si ottiene cosi una semplificazione nelln costruxìone della omografÌR; l'anico 
esso di eccezione è quello in cai te / son tutte = 1 , ossia quando I' omografia ha 
'' + 1 punti uniti, caso ben conosciuto, ed in cui la costruzione dell'omografia non 
tireaenta nessuna difficoltà. Del resto per rientrate nel caso precedente, basterebbe 
considerare le rette, che li congiungono a due a due, e che sono pure unite. 

(*) Cioè fuori degli spazii cui appartengono ( - 1 degli spazi! . decomponenti. 
Berlini — «Costruzione ecc.», luogo citato. 

(*} Quando parleremo di radici, intenderemo sempre quelle dell' equadone ca- 
^tterìstica. 
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corrisponda il grappo caratteristico (*) 

(ft,-l , A,-l ,. ..,Ap-l)p. 

Supponiamo poi che in fi, , Q^ , . . . , Q, alla gtetia radice corrispondano or- 
dinatamente i grappi caratteristici: 

{A,"i-1 , V'-i.---. V"-')' 

(h,l'l - 1 , A;(*' - 1 , . . . , A (*1 - l)p 



(ft.f'j-i . v"-i.---. V"-^*'- 

Io qaalcano dt questi natnralmente le & possono essere o tntte o in parte 
nnlle, potendo in qualoana delle omografie componenti mancare lo spazio fon- 
damentale corrispondente a qaella radice p' , oppnre essere di tina molteplicità 
<p. Dalla relazione ben nota, cbe passa tra i minori del determinante caratte- 
ristico e le ftf , e che anzi serve a definire qnest' altime, segne per il n. 4: 

ft, = V" (-»;''' + ■■• + V (f=l,2,...,f)). 

Considerando invece, che Ì grappi caratteri'stici secondo Predella, quelli 
secondo S e g r e , o dalla loro definizione, o dalle relazioni (*), che legano gli ele- 
menti del grappo caratteristico secondo Se gre con qnelll del grappo caratte- 
ristico secondo Predella, deriva, che il grappo caratteristico si ottiene Tin- 
nendo insieme tatti i divisori elementari che flgarano nel varli grappi caratte- 
ristici di Qi , C , Q, (■)■ 

Per consegaenza tanto, ohe si adopera Tana notazione, quanto l' aitSA, dato 
il grappo caratteristico di A e qnello di t— 1 delle oaiografie componenti, se ne 
paò dedarre il grappo cai-atterletico corrispondente alla stessa radice nella t" 
omografia componente. 



Teoremi varii mlle omografie 

8. Vogliamo qal richiamare, senza però dimostrarli, alcuni teoremi del Pre- 
della, che ci occorreranno in segaito per la dimostrazione. 



' (') Per diatingnere i dae casi, che la notazione adottata per la caratteristica 
sia qaella del Predella, o quella del S e g r e , siccome ci farà comodo teneri» 
presenti ambedue, cosi indicheremo la prima apponendo un ìndice P alla parentesi, 
la seconda apponendovi invece un 8. 

(') Il groppo caratteristico secondo Segre si ottiene da quello secondo Pre- 
della prendendo ft, — ftg divisori = 1 , Aj — A, divisori = 2 , . . . , h^_^ — h^ di- 
visori = j> — 1 , ftp divisori = p. Cfr. Predella — «Le omografie eco, § 10, nota. 
{') Cfr. il teorema analogo per le forme in H n t h , op. cit., pag. 66. 
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ÀTTerttamo, cbe essi si rireriscono tntti ad ans omografia di caratteristica 
((A, - 1 , A, — 1 , . . . , Ap - I) . . .Jp , Della qaalo sono sovrapposti i p spazi! foD- 
dameniali di punti S* _i , S^ _,,..., S^ _, e qolndi aono soTi'appOBti anche i p 
spazii fondamentali di iperplani £« -• i £a -i i • ■ > -a .i ad essi ooniagati ; gli 
apazii fondamentali di pnnti e di iporpianl corrispondenti agli altri eventuali 
grappi caraneristici non occorre considerarli. Li enunciamo ora senz' altro. 

I) (') In ogni iperpiano S,^, di llj, _, , che non è" però «n iperpiano di 
£|, _, , abbiamo un'omografia tuhordinala di punUf e quindi di 3,_^ di carat- 
terlitica: 

|(A,-1 ,A,-l,...,h,„, -l,ft,-2 , V< • 1 A„-l).. .],. 

Se A^ = 1 incece di mettere A^ - 2 si sopprime A, - 1 (*)■ 
Correlativamente: 

li) Intorno ad ogni punto di S^ _, , che non è però un punto di S^ _i, tu- 
biamo un omografla ntbordinata di S^, e quindi anche di S, di earaUerÌ$tiea: 
{(A,-l ,A,-1,. ..,Aj_,-l ,A,-2,Aj., -1,.. .,Ap-l)...V. 

9. Ili) {') Rir ogni punta A di 3^ _, , ma Hon di 8^ , , pataano ce' -" 3, 
uniti con un solo punto unito , «*!-•+*«-' S, rniili con un tolo punto unito, ecc., 
(ic*,-i*»,-i*— +*^i 8^_^ lifiiii con un tolo punto unito. Gli Sj_, uniti non un tolo 
punto unito, sono gli spazli di massime dimensioni passanti per A , cioè per A 
non passa alcun S, unito con un solo punto unito. 

Correlati va meo te. 

Viceversa si ha poi : 

IV) Se per un punto A dello spazio caratteristico tonsiderato passa un Sj_, con 
un unico punto unito in A , ma nessun S^ in tale condizione , A appartiene ad 
St .1 , ma non ad 8,, ,. 

Inoltre ; 

V) (*) Se da ciascun punto di un f.erto numero di punii indipendenti fissati 
'" ^A -I immaginiamo condotto uno spazio unito con un solo punto unito, tutti 

IMtti spazii sono indipendenti. 

(') F r e d e 1 1 A • < Le omografìe ecc. > , § 7, teoremi (18) e (19). 

(') Il caso detto in nltimo, si paò avere solo per q — p; se fosse q< p oltre 
*^= 1, si avrebbe A^^, = l,...,Ap=l,e perciò coincidendo 8^ _i^ii _i > ■• ■ i^a -i 
6coslSj_,,Sj -ii-.j-A -11 "'"' potrebbe un iperpiano essere in I^ _, senza 
«aere in T» ,. 

Predella, op. cit., § 8, teorema (24). 

(*J Predella, op. cit., § 8, teorema (25). 
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Infine : 

VJ) (') In uno spazio 8,, +^ +...+;, _, , in cui abbiamo una omografia 

[(A, - I , ft, - 1 , . . . , ftp - 1)], 

posaiamo tempre immaginare un gruppo di h^ spazìi uniti e con un unico putito 
unito , che ti potaono ottenere flasando h^ punti indipendenti di S^ _, , dei quuli 

Aj in S/i _, , A, in S^ _|,...,Api» S^ ., , e poi immaginando per ciascuno di essi uno 
spazio unito con un unico punto unito, di maiisima dimensione. Questi spazi!, dei 
quali A, — A, sono punti, Aj — A, rette , ecc. , Ap sono sparii a p ~ V dimensioni, 
sono tutti indipendenti, e quindi determinano tutto S^^i,^....^n _,■ 

s'Aj Aj-I) 
Il loro complesso si può scegliere in una totalità a>' 

Tale teorema bì estende facilmente al caso, che l'omografìa abbia più spa- 
zìi caratteristici. 

lO. Dai precedenti teoremi vogliamo trarre un corollario, ohe adopereremo 
in seguito. 

Goneideriamo un pnnlo A di S^ _, , ma non di S^ ^ ; intorno ad esao avre- 
mo un'omografia sabordinata di S, , la cai caratteristica 6 quella data dal teo- 
rema II. Se consideriamo on S, anito per essa, sai qaale però e! sia il solo ponto 
A unito per l'omografia primitiva, per esso passa un S,_, unito con un solo ponto 
unito, ma non un S, nelle stesse condizioni ; ora qucll' S^., considerato come 
laogo di raggi uscenti da A è on Sj_j; quindi applicando i teoremi IV e II 
all'omografia eubordinata tra i raggi per A, se ne trae che intomo ait'S, consi- 
derato si ha un' omografia subordinata di 8, di caratteristica; 

[(A. - 1 , A, - 1 , . . . , A,., - 1 , ft^. , - 2 , A, - 2 , A,„ - ! , . . . , A^ - 1) . . .]e . 

Applicando a questa omografia subordinata lo stesso ragionamento, e cosi 
proseguendo si arriva al teorema: 

VII) Intorno ad un Sj unito con un solo punto unito A, e per cui passi un 
Sa_, ma non un S^ nelle stesse condizioni, abbiamo un' omografia subordinata di 
S,j, e quindi di S,._, di caratteristica: 

l(*,-l,J,-l,...,4,.,., -1,*,.,- 2,.,,, (1,-2, Vi ->.-,», -i)-). {')• 

Correlativamente: 

Vili) In un S,._(_, unito per cui passi un solo iperpiano unito ed in cui 



t*) Predella, op. cit., § 8, teorema (26). 

(*) Tale corollario rientra nel teorema (20) dato dal Predella nel § 7 (op. 
cit.) precisando però di più per il coso speciale considerato la caratteristica, 
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giaeeiu un S^^g, ma non up 8r.,_i nelle stette coadieioni, abbiamo un omografia 
tid>ordiiiala di S^.^.j e quindi di punti di earattertttica. 

((A, - 1 , ft, - 1 , ... , A,_^, - 1 , A,.i - 2 , ... , A, - 2 , A,^, - 1 .... , ftp- 1)...]p . 

Per noi interessa particolarmento il caso , In cui eia t =^ ^ — 1 ; in tal caeo 
il Bistema degli S, intorno all' S^, è prospettivo ni Bistema dei punii dell' S,_,, 
che si ottiene prendendo A, punti indipendenti In S^., , come nel teorema VI, 
e tra questi À, e poi considoraudo lo spazio cai appartengono tutti f;li spazii. 
di cui in quel teorema è fatto parola, eccetto quello per A, e gli altri spazi! 
caratteristici. Ora per lalo spazio si vedo subito, che si ba una omografia subor- 
dinata della caratteristica data nel teorema VIE, potendosi facilmente invertire 
il teorema VI. 

Nello stesso modo di sopra ei ha l'altro corollario: 

IX) Preti t(t<kg — Aj„) S,- nelle condizioni del teorema VII, i cut punti uniti 
tieno indipendenti, intorno aU'8,i_i cut etti appartengono, abbiamo una omografia 
nhordinata di S,j , e quindi di S^., , di caratteristica: 

[(A, - 1 , ft, - 1 , ... , A,_,^., - ( - 1 , ... , A, - ( - 1 , A,^, - 1 Ap - l). .],. . 

Correlativamente. 

11. Se invece delle caratteristiche scritte colla notazione di Predella, si 
considerano quelle scritte colla notazione di Segre, 11 gruppo caratteristico 
scritto nei primi due teoremi si ottiene da quello corrispondente dell' omografia 
data sostituendo ad un divisore q uno 9 — I. Le caratteristi eh e nel caso dei 
teoremi VII e Vili si ottengono sostituendo ad un divisore = q , an divisore 
= 2 — t - 1 , ed infine nel caso del teorema IX e correlativo basta far ciò per t 
di quei divisori q. In particolare dnnqno in quest'ultimo caso, cbe comprende 
del resto lutti gli altri, se i=q — l, si dovranno sopprimere t divisori = q. 

§3. 

Decompotizione di una omografia qualunque in omografie ^ementari. 
Forma normale delle equationi. 

12. Veniamo ora a vedere quali sono le omografie elementari, e come le al- 
tre si possono decomporre in esse. 

Intanto osserviamo, che se una omografia ha due o piti spazii fondamentaU 
distinti essa è certo composta. Per vederlo basta osservare, che ciascuno spazio 
cnratterietico è lasciato in sé dall' omografia, e che dì più questi spazii sono in- 
dipendenti ed appartengono ad S^ (')■ I^anque l'omografia è composta, e di essa 

(') Vedi Predella — «Le omografie ecc. », % 5, teorema (16). 
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bI ba ana prima decomposizione, prendendo per epazii decomponenti g\ì spnzii 
cnrattcristici. 

13. Procedendo nel modo accennato nel n. 2, dovremo ora decomporre quelle 
delle omografie componenti trovate, che non Bono elementari; dovremo cioè de- 
comporre nna omografia di caratteristica: 

[{h,-l , A,-l ,...,Ap-l)]p. 

Per questo consideriamo gli A, spazi! di cut nel teorema VI; questi di nuovo 
soddlBfnno alle condizioni del d. 1, essendo uniti, indipendenti ed appartenendo 
ad 8,. (teor. VI). In ciascuno di questi spazii, come si ricava dal fatto che o' b un 
solo punto unito, una sola retta unita, e cosi via, l'omogra&a constdernla subor- 
dina una omografia di caratteristica: 



[{O00...0)]p 

essendo q la dimensione dello spazio stesso. Prendendo qneeti spazli, come spazi! 
decomponenti l'omografia si decompone in h^ altre, tntte colla caratteristica del 
tipo nltimamente scritto ; queste omografie sono poi tutte elementari. Infatti di 
due spazii , che siano uniti per una determinata di esso, uno dove giacere Del- 
l' altro; non 6 possibile dunque soddisrare le condizioni del n. 1 , e l'omografia 
che ha una caratteristica, come quella ora scritta, è certo elementare. 

Da tatto ciò deriva intanto un metodo di decomposizione di nna omografia 
qualunque in omografie elementari; ne seguono poi i teoremi : 

Condizione necessaria e tufflciente, perchè una omografìa non sitigolare di S^, 
sia elementare, i che està sia di caratteristica: 

rj_l_ 

i(o^ò . : . ò)]p 

colla notazione di Segre: 

[<■ + 1]. (') 

Il teorema che ora segue lo enunciamo senz' altro giovandoci della caratte- 
ristica di Segro, perciiè l'enunciato di osso viene cosi molto più semplice; 6 
facile del resto passare alla notazione del Predella. 

Una omografia non singolare si riduce a tante omografie elementari, guanti 
sono i divisori elementari della caratteristica di Segre: ami ad un divisore— q, 
corrisponde una omografia elementare di un S^.,. 

Si ha cosi anche una notevole intcrpetrazione geometrica dei divisori elementa- 
ri; di più si mette in rilievo maggiore l'ufficio dogli spnzii uniti con un solo punto 



(') Cfr. Mntli, op. cit. , pag. 154. 
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noito, di dimensione niAS&ioia, considerati dal P r e d e 1 1 a e prima dal Berlini, 
che anzi li adoperano per la coairnzlone dell'omografia. 81 vede anzi cosi, che 
tali costruzioni rientrano in quella da noi brevemente data nel n. 6. 

14. Risotto cosi il problema della decomposizione di an' omografia in omo- 
(rrafle elementari (poicbè è evidente per II penultimo teorema, che ana tale de- 
composizione non si può fare, clie nel modo sopra indicata, e che del resto lascia 
molta arbitrarietà), vogliamo ora trovare la forma normale dell'equazione di una 
omografia qnalanque. Per questo basterà ottenerla nel caso di una omografia ele- 
mentare, l'altro doducondosi sabito da questo, col teorema precedente e con quello 
del n. 4. Per far ciò basta prendere per vertici della piramide fondamentale i ponti 
di un qaadro caratteristico (') A^ , A, , . . . , A,,,. Allora il corrispondente A'^ df A( 
(i > 0) dovendo essere allineato con A^., ed Aj , Aj essendo unito, il modulo del- 
l'omografia prende la forma: {') 



p' ». 

e' >. 






dove le X BOD qDtuitjtà arbitrarie 4-0, ctie dipendono daila scelta del panto 



(') Predella — ■ Sulla teoria generale ecc. >. 

(*) La forma , che si ottiene cosi per una omografia qualunque è quella data 
dal Predella {Sulla teoria generale ecc.), eolo , che il Predella dispone i 
vertici della piramide fondamentale in un quadro caratteristico nell' ordine: 

A, A A,^., A,_ . . , A, _, 

■ A», A«,« K,tK,-l 



■••+»,. 



• A» *» *•■ 



■".- 
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Qnit& 0), e p' b ìa. radice dell' equazione caratterUticaj corrispondente silo spa- 
zio fondamentale, cni appartiene Àg. Ossenrisi, che se l'omografla elemeutare è 
considerata a sèj a p' si pnò sostituire nna quantità qualunque, per es. 1, po- 
tendosi i secondi membri dell' equazioni dell' omoffrafia dividere tutti per p'. M« ciò 
non si pilo più fare, quando si considera come omografia componente di un'altra; 
ei può allora dividere per una qualunque delle radici dell' equazione caratteri- 
stica corrispondente, ma 1 rapporti delle altre a quella non si possono alterare 
in nessana maniera. 

Del resto questi rapporti non sono altro, che gì' invarianti relativi alla de- 
composizione fatta (vedi n. 5). 

15. Ne derivan subito i tre teoremi: 

Tutte le omografie non singolari elementari di S,. tono proiettivameaU iden- 
tiche tra loro. 

Oondisione neceesaria e auffieìenle, perchè due omografie non tingolari di S^ 
sitino pTOiellivamente identiche tra loro, è che abbiano uguale caratterietica, ed 
uguali i rapporti delle radici dell' equazioni caratteristiche, che corrispondono a 
gruppi caratteristici uguali {*). 

Esiste sempre una omografia, che ha una caratteristica data ad arbitrio ed 
invarianti assoluti dati pure ad arbitrio. 

Son questi teoremi ben noti, che noi abbiamo dato solo perchè derivan im- 






e n 


loi invece nell'altro ordine; 


Afl 


*P •••^%-i)p^^pP•^■ 


A. 


ApM •••^(h^-iìp+tK^n 



Ap_,A,p_. . . . Afc^p_, 

La forma del Predella poi è quella corrispondente alla forma normale data 
da Weierstrass per la forum corrispondente (Gfr. IC u t h , op. cit., pag. 153). 

(') Le X hanno il seguente signiiìcato: chiamato Ej il punto proiezione del punto 
unità dall'S^^Ao, . - . , A^., , Aj+, , . . . , A,) snll'S, = A,A(^„ ai ha: CA,Ai^jE(A'it,)=Xi 
(Cfr. Predella, laogo citato). 

{■) Vedi Predella — «Le omografie ecc. >, § 9, teorema 32. 
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mediaUmeDtQ dalle cose svolte, e per metterli di ftonte ai teoremi analoghi, cbe 
dimostreremo per le corrolazionl in seguito. 



Si. 



Correlazioni compatte ed elementari. Prima decompoiieione 
di una correlazione elementare. 

16. Cose perfettamente analoghe a ()uetle dette nel § 1 per le omografie, si 
possono dire anche per le correlazioni; le accenneremo in breve. 

Data ana correlazione T non aingoiare ira dna spazi! 8,. ed 8'^ sovrapposti, ae 
s'indicane con S', {i=0,I,:..,r) le coordinate di iperptano in 8'^, con a!j(t=0, 1 ,..., r) 
le coordinate di ponto in S,, coordinate che supporremo riferite sempre alla 
stessa piramide fondamentale , la correlazione stessa sarà data da equazioni 
del tipo: 



= \ "ti^'it (»' = , 1 . 



P'' = Z( "'t^" 



La correlazione poi si dirà compoefa, quando sf possano trovare dne o pift 
spazll Indipendenti 8, _, , Sj_, , . . . , 8,_, (t>2) di 8,., che godano delle dee se- 
frnenti proprietà : 

I.*) Appartengano ad S,,,- cioè sia; 

(6) li+l, + ... + l, = r+l'. 

2.*) L' ipcrpiano corrispondenfe ad un punto qualunque di ano di quegli 
spszii passi per tntii gli altri spazii. 

Kel caso che ciò non sia possibile la correlazione considerata si dirà ele- 
mentare. 

Gli spazii 8,_, , 8, _,,... , S/_, si diranno ancora decomponenti*, e le corre- 
lazioni subordinate dalla data P in quegli spazii si diranno ancora correlazioni 
componenti della data, e le Indicheremo con T, , Tj , . . . , T,. 

17. Anello ora si può osservare che la decomposizione della correlazione r 
Bi può fare in generale in molti modi, e che iu particolare eoo un procedimento 
aaalogo a quello del n. 2 si può fare in gniaa, che le correlazioni componenti 
Bina tutte elementari. 

Si ha poi il teorema: 

Una correlazione composta si può con una conveniente trasfoì'nuaione di 
coordinate, ridurre ad avere un modula della forma (3) l, — l ,1,— l , ... ,1,-1 
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iitàieando le diiMHtioni dtgU tpaeii decomponenti per Ut parUciAare deeompoii- 
eione, che ti contidera ('). 

La trasformazione di coordinato fatta è la stessa di qaetla adoperata nul n. 4, 
Il concetto di Invarianti relativi ad ana decomposizione, ai traspona imme- 
diatamente dalle omografie alle correlazioni; e cosi si ha snbito anche la costru- 
zione di ana correlazione composta, date le componenti e gt' invarianU assolati 
relativi alla deoomposizkinef ohe st suppone fatta. 

18. Sia ora ù V omografia , che si ottiene esegaendo dae volte la correla- 
zione r, ossia l'omografia appartenente a r. 
Avendosi: 

rfl = rr? = r'r = flr, 

ù è permntabile con r. Le equazioni di Ù saran date da: 



='£" 



61 chiama allora equazione caratteristica di r 1' equazione caratteristica di 
, ossia : 

e caratteristica di T quella di il (*). 

Osserviamo , che ee S; .i > S, _,,... , S, ., sono spazU decomponenti per r Io 
sono anche per ù, ed anzi le omografie componenti di Q sono le omografie ap- 
partenenti alle correlazioni componenti di T. Si possono dunque estendere alle 
correlazioni i risaltati del n. 7. 

19. Sieno ora A ed A' due punti corn'épondenii in Q, e sia A di S^.A'di 
S',. Ad A corrÌBponder& in r un ipcrpìano n' di SV , ad A' un iperpiano « dì S,, 
che per l' ipotesi fatta coinciderà con tu'. Perciò ad un punto B di tt' , che è 
pure di n, corrisponde nn iperpiano per A', quando B si consideri di S,.. 

Più in generalo con lo stesso ragionamento si vede, che se consideriamo on 
84 di S^, ed il sostegno S,..jt_, del Ij^ corrispondente a quello In r, ad un punto 
qualunque di S,..^., considerato in S^ corrisponde un Iperpiano per ¥8\ cor- 
rlspondinte di S^^ in Ù. 



{') Cfr. Muth, op. cit., pag. U4. 
(*) S e g r e — « Kicerche ecc. >, § 3. 
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In particolare se 1' 8j, è anito per Q [*), esso risalta il sostegno dell' £r-k-i 
corrtspoo dente in P all'S^.^.) , qnaudo questo si consideri di S^; e l'S^ e l'S,_)_, 
si Tengnno cosi a corrispondere in doppio modo rispetto a r , però quando si 
consideri ciascuno nel suo complesso. In generale anzi ad nn punto di Sj, cor- 
risponderanno io r due diversi iperpiani per rSr_t_] , secondo che lo si considera 
di S, o di SV 

20. Essendo poi r permutabile con il, l'equazione caratteristica , eccettuate 
le radici evenlaati =±1, ha le altre accoppiato a coppie di radici reciproche 
ed anzi a dae tali radici reciproche corrispondono gruppi caratteristici uguali (*). 
Inoltre se chiamiamo aatociati due spazil caratteristici di il, corriapondentl a 
due radici recìproche e diverse da ± 1 , l' iperpiano corrispondente ad un punto 
di ano di questi spazii onratterìstioi passa per tutti que^fll spazii, eccettuato quello 
associato. Se poi consideriamo an punto di qnegU spazii caratteristici che even- 
toalmente corrispondono alte radici ±1,1' iperpiano corrispondente passa per 
tatti gli altri spazii caratteristici (*J. 

Siccome poi qnestl spazii sono indipendenti ed appartengono ad a^, ne viene, 
che potremo prendere per spazii decomponenti gli spazii caratteristici, che even- 
taalmente corrispondono alle rodici ±1, e quelli cui appartengono dne spazi! 
caratteristici corrispondenli a radici reciproche e 4^±1. 8i ha cosi una prima 
decomposÌEÌone di una correlazione qualunque. Per ottenere la decomposizione 
in correlazioni elementari, dovremo ora decomporre in correlazioni elementari 
quelle dei due tipi, che si presentano sopra, per cui cioè: 

a) L' omografia Ù ha due ioU spazii caratterittici corrispondenti a radici 
reciproche e ^i ± 1 dell' equazione caratteristica. 

b) L' omografia Ù ha un solo spazio caratteristico corrispondente ad una 
delle radici ± 1. 



(') Qui come in seguito, quando parliamo di spazii uniti intendiamo sempre 
rispetto ad Q. 

[*) Cfr. S egre — < Bicerche ecc. >. Nota alla fine del n. Il: del resto ciò deriva 

ssMto dal fatto, che cambiando X in y i' determinante caratteristico non cambia; 

solo vengono a scambiarsi linee e colonne. 

(*y Cfr. Del Prete — «Le omognkfie ecc. », n, 14. 
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D«compo8izione in correlazioni elementari di una correlazione nel caso a). 
Forma normale dell' equazioni. 

21. Veniamo ora a considerare a parte i due caei ora distinti, e comincia- 
mo dal caso a). 

Indiciiiamo con: 

[(A, - I , fi, - 1 , . . . , Ap - l^A, - 1 , A, - 1 , . . . , Ap - l)]p 
la caratteristica della correlASÌODe, con S;^ _,, Sj^ _,,..., Sj^ „, gli spazii fonda- 
damontall per Ù che giacciono in ano degli spazi! caratteristici S^., , con 
S'fc__,, S'(i^ _,,... ,S'j _, quelli che giacciono nell'altro S'^,.,. Ad un punto di 
8g_, per quanto abbiamo detto sopra corrisponde in r un iperpiano per l'S,., 
stesso, e similmente ad un pnnto di 8' , corrisponde un iperpiano per l'S'p-,- 
Per conseguenza se prendiamo i primi g vertici in S,_, e gli altri in S',_| , il 
ijaodalo assume la forma; 



dove hI solito gli eleinonci non In'licati son tutti nulli. 

22. Consideriamo ora un 8^_, unito con un solo punto unito A, e per cai 
non passi nessun S^ unito nelle atesse condizioni, s'intende tutto rispetto ad Q, 
e sapponiamo che A, e quindi tutto 1' S,_, , giaccia In S^.,. Ad esso corrispon- 
der* in r nn 2,_, , per il cai sostegno S,_j {r = 2j — l), unito pare per Ù, passa 
un solo iperpiano unito, ed in cui non giace nessun Sf_^_^ unito. A questo 8^.^ 
potremo dunque applicare il teorema Vili, o siccome esso passa per 8,., , il vi 
Buhorbinerà una omografa di caratteristica: 



[(A, - 1 , A, - 1 , ., 



-I}(fi, -2,A,~2,...,A, -2,A,^, 



- 1, 



-1)1p 



Perciò r8,_, , oltre che per l'S^., passa per A, - I punti indipendenti di S '^ 
di cui se ne possono prendere ftp In S\ ., , ftj_, hi S\ _ _i,.-.,ft,n in S\ _,, fi. 
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In S\ _,,..., A, — 1 In S'k_]) o non più ; inoltre per ciaseano df essi si potrA pren- 
dere, come nel teorema VI, ano spazio unito per Q con qd solo panto DDito 
di dimeosione luasatma e giacente nell'S,., ; qaesti spazi!, indipendenti per il 
teorema V, appartengono all' S^.j. 8e ora consideriamo nn punto B di S\ _, 

Taorl dell' S^^, , ponto che esiste certamente per quanto abbiamo ora detto , 
o^ni S,_t unito per Q con un solo punto unito in B è ludlpendente, sempre per 
il teorema V, dall' S,_,. Viceversa ad uno di questi Sj_, per B corrisponde un 
SV_f, che non passa per A; infatti per A, passando di giJi tutti gì' ipurpiani 
corricpondenti al punti di S,._j (vedi n. 19), se e! passasse anche l'S',.,, passe- 
rebbero gì' iperpiani corrispondenti a tutti 1 punti dello spazio: assurdo. I due 
paliti A e B sono dunque in una relazione simmetrica, e tate che ad ogni 8,., 
anito con un solo punto unito per uno di essi corrisponde in r nu £,_, , il cui 
sostegno è indipendente da ogni 8j_, nelle stesse condizioni per l'altro. 

23. Visto ciò consideriamo un S,_, per A ed uno per B nelle solite condi- 
zioni; all' Sj^, cui essi appartengono, corrisponde in T un li,_j , il cui sostegno 
8r-t( ^ indipendente dall' 8„_i per le cose ora dette. Di più per il n, 19, sicco- 
me rSj,., è appunto unito per Q , ad un punto qualunque di 8^-17 corrisponde 
m iperpiano per rSj^_,. Questi due spazii S^^-i «d S,.,, si possono adunqae 
prendere per spazii decomponenti: nel primo la correlazioue componente ha per 

9 g 

caratteristica [(00... 0) (00...0)|p, nell'altro ha invece la caratteristica: 

[(*,-2,h,-2,...,ft,-2,Vi-l.-'VWi-2,»i-2,--»,-2.';,*i-l,-,ftp-l)]r 

Operando analogamente sa qaesta seconda omografìa, e seguitando poi sempre 
Rlla stessa maniera si arriva a decomporre la correlazione data T in correlazioni, 



U cui caratteristica è del tipo [(00 ... 0) (00 . . . 0)jii , o colla notazione di S e- 
gte [q , ;]■; e queste son tutte elementari, perchè 1' omografia appartenente ad 
nna qualunque di esse si può decomporre solo prendendo per spazii decompo- 
nenti i due S,.) uniti con un solo punto unito, e questi non soddisfano certo 
alla seconda condiziono del n. 16. Siamo cosi arrivati alla decomposizione di 
nm correlazione, che rientra nel caso a), in correlazioni elementari. 

24. Ci resta ora da determinare la forma normale corrispondente ad una 
delle correlazioni elementari trovate sopra. Prendendo intanto 1 primi g vertici 
della piramide fondamentale in ano degli S,_, , e gli altri nell' altro S^j , il mo- 
dulo prende la forma scritta alla fine del n. 21. Particolarizzando di più la scelta 
iti vertici prendiamo per I vertici Ao , A, , . . . , A,_, i punti corrispondenti in U 
ai ponti di un quadro caratteristico del primo S^,, , punti che indicheremo con 
Bj , B, , . . ., B,_,: poi prendiamo per faccie Oj,_, , a,j_, , . . . , a, (con a^ a'indioa la 
faccia della piramide fondamentale opposta al vertice Af) gì' iperpiani corrispon- 
denti in r a Ba , B,', . . . , B,_|. Allora al vertice Ad corrisponde 1* iperpiano a^^i , 
^ Tertice Af(0<i <q), che b Bulla retta Bj_,Bf , corrisponde nn iperpiano del fa- 
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ado determinalo da a^.i e a|,_t^i ; infine al vertico A^q — 1 < t < 29), che giace 
in tutti gì' Iperplani a^_i , o,,_j , . . . , «,+, , 0|_, , . , . ,*9^ per il n. 19 corrisponde 
in P nn iperpiano per A<, , A, , . . . , A,j_i_, , A,j_( , . . . , Aj_,. Se ora si indi- 
cano con p' ed—; le dne radici dell'equazione caratteristica corrispondente, 
Tarlando se mai opportnnamente 11 panto nuUit, 11 modulo assume cosi la fonna: ( ') 



(B) 




1 >,., 



le X essendo al solito quantità arbitrarie, parche diverse da zero, che per 1' o- 
mografia enbordinata da Q nell' S,., s(A(|A, . . . A,_,ì hanno il significato visto 
altra voltSL 

Osserviamo ora solo, che la quantità p' non si' pud eliminare, come è nata - 
rale, non potendosi climlaare neanche nell'equazioni dell'omografia apparte- 



(*) Il Rronecker (Uebsr die congruenten ecc., § III; c(r. anche M uth, op. 
cit, pag. 146) per la forma bilineare corrìapon dente ha data la forma normale: 



"r. 



(ajjir'jn + p'<r»+,a;'fc). 



Ponendo : 

Xn = Xi, «rtt. =^n-i-* (* = 0...«-l), 
ed analoghe sostitusìonl facendo per le af essa diviene: 
t...9-t i-tr* 
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nente. Per qaesta slessa ragione si poteva pure dire fin da principio , che una 
correlazione, come qaoUa ora rista doveva ammeuere p' per invariante; si vede 
ora che questo è il solo. 

Di qui deriva pare, che due correlazioni corrispondenti al caso a) sono proiet- 
tivamente identiche, quando lo sono le omografie appartenenti. 



Dteompogizhne di naa correlaxione in correlazioni elementari net caso b). 
Forma normale dell' equazioni. 

25. Ci resta ora da traltare il caso, che l'omografia ù abbia aa solo spazio 
Tondamentale e questo corrisponda per conseguenza ad una delle radici ± 1. An- 
che in questo caso la decomposizione in correlazioni elementari si fa in modo 
.'loalogo al precedente. 

Indichiamo con [(A, - 1 , A, - 1 , .... ftp - 1)]^ la caratteristica della corre- 
lazione r, e con a^ _, , SjL _, , . ■ . , Sj, ., gli spaziì fondamentali di il. 

(Consideriamo oraA, — h,^, punti indipetadenti di S^ ^, , che non aleno in 
S, . -1, e tiriamo per essi altrettanti Sj_, dei soliti. Intorno all' Si^ _^ ),., , cui 
essi appartengono, l'omografia Q subordina una omografia tra gli iperpiani di ca- 
ratteristica (teor. IX) 

A qneir S(^ .^ ,,_, corrisponde dunque un S^-th -h jy) '" '*°' ^ subordina una 
omografla tra i punti, che ha la caratteristica ora scritta. Ora per il n. '\9, sic- 



ed il sao modulo allora k: 




che coinè si vede è alquanto più complicato di quello da noi dato. 

VOL. XLIV. 
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come rSp, _j ),_, è unito per ù, ad un punto qaalnntjDo dell' S^fj, _j j, cor- 

rìaponde un iperpiano passante per rS(j .^ ),_,. Inoltre siccome nelI'S^.j^ .^ , 

e' è una omografla subordinala del tipo delio , esso deve passare per 
ft, + /i,+, — A^ punti indipendenti di S^.,, di cai li^, si possono prendere in 

Sa_i , Vi '» \.,-i'---'\h '" %+r' ' *«^' '" ®*-' ' ^-' + Vi-''» '" 
Sfc _,,,.., ftj + Aj^, — Aj in S;k _,. Cosicché non passa per nessun punto di S^ _j 
fuori di S^ ,, e l'S^.j^ -n ), deve easoro perciò indipeiidente dall'S^ .n i„.i , 
come si vede con nn ragionamento analogo a quello del n. '22. 

I due spazii S^ _^ ,y., edS,_[fc _^ ), si possono prendere come spazii de- 
ponenti: nel primo ai avrà un'omografia componente di caratlerisilca: 



l\- Vi-1 , A,-Aj^, -1 ,...,A, -ft,+, - l|]p 

nel aecondo nna colla caratteristica sopra scritta. Operando ora su questa ultima 
in modo analogo, e cosi seguitando, l'oniografla data si viene a decomporre io 
omograflo, ctie hanno tatto una caratteristica del tipo: 



((m - 1 , m - 1 , . . . , m - l)] (*» - A, - A,*,) , 

dove per q = p al penai Ap^., = 0. 

26. Per procedere innanzi nella decomposizione in correlazioni elementari, 
dovremo ara conaidorare più da vicino le correlazioni del tipo ultimamente tro- 
vato, e decomporle ancora. Il ragionamento è affatto analogo a quello del n. 22: 
lo accenneremo perciò rapidamente. Se m > 1 prendiamo un punto A unito per 
Q, e conduciamo per eaao un Sj_i unito con quel solo punto nnito. A qdosto cor- 
risponde un I,_, di sostegno S^-qi'' = mg — l), in cui subordina una omografia 
di caratteristica: 

g 

[(tn - 2 , m - 2 , . . , nw 2}]t. ' 

L'S^j tuglia dnnquc rSp., fondamentale in un S„_j, clie ai potrà far cor- 
risponder al punto A non variando esso al variare dell'S^.j Intorno ad A; al va- 
riare di A neirs„_, stesso si vede facilmente, che si hft coal una correlazione. 
Possiamo veder aubito, che l'S„_j non varia al variare delI'S,., intomo ad A; 
preso infatti un ponto B unito per ù fuori di 8„.g , VS,_g è indipendente da 
qualunque Sj_, nelle solite condizioni passante per B, e ad ognuno di questi S,,, 
corrisponde un ^'j_, il cui eoatefjno &',._. non passa per A; sicché A e B sono 
allora in relazione simmetrica e per conacguenza ad ogni Sj_, dei solili per A 
corrisponde un £j_, il cui sostegno S,.,^ non passa per B , con che rimane di- 
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moglrato l'asserto. Inoltre In corrìspoodoiiza è cvideatotuento involutoria, perciò 
od Dn sistema polare od nn eistoma nullo. 

CoDsideriaoio a parLc i due casi: se è an sistema nnllo, ed m perciò pari, 
cioè se l'S.., passa per A, potremo procedere io modo por modo perfettamente 

identico a quello dei n. 22, o decomporre cosi la correlazione data in -~- tutte 

di caralteristicn: 



[(11 ... l)|p [(35)]. 

e tile clie preso un S^_i qualunque unito con un solo punto unito A ad esso 
ciirrìsponde un £^_, , il cui sostegno passa per A, qualunque <]uesto aia. 

Nell'altro caso, in cui la correlazione delta è un sistema polare la cosa è più 
semplice ancora, poiché allora ognuno degli 8^_i dei soliti, e l'S^^j sostegno del 
-^-i, che gli corrispondo in T sono Indipendenti, o si possono prendere per 
spuzii decomponenti; se;;aitando poi nello stesso modo si arriva a decomporre 
la correlazione data in m tutte di caratteristica; 



[(000... 0)|p o. [3],. 

Dobbiamo ora considerare ì due casi ora trovati , in cai la correlazione ò 
elementare. Nel secondo dei due casi la cosa è evidente, poiché à elemontare all- 
eile l'omografìa appartenente. 

Nui primo I' omografia non b elementare, ma per un' osservazione fatta al 
11. 14, non la si può decomporre, che prendendo per spazii decomponenti due 
>jf_, (lei soliti, ed indrpondcnti, e questi pur la condizione posta sopra non sod- 
ilÌBfano certo alla seconda dello condizioni del n. 16. 

Siamo co3Ì pervenuti alla decomposizione in correlazioni elementari anche 
nel caso b); però i due casi trovati sono sempre possibili qualunque sia q? 
Vedremo di no, e dt qui verr* il teorema di Kroneckcr. 

27. Cominciamo dal caso in cui la correlazione abbia la caratteristica: 



[(000... 0)]p . 

Indichiamo con Aq , A, , . . . , A^_, i punti di un quadro caratteristico. Al punto 
Ag aiirto per ù corrisponde in r l'iperpiano unito, sempre per Q, cioè l'iperpiano 
(A, A, . . , Aj_,) ; all'S, ^ A, A, corrisponde In r un 8^,.j unito per ù , cioè 
l'S,,,^ (Ao A, . . . A,.j), e quindi ad Aj un iperpiano per Aq, Aj , . . . , Aj_j. Cosi 
se^Diiando si trova che ad Aj coiTlsponde nn iperpiano per Ag , A, , , . . , A ;,, 
(r=0,l',...,g-2). 

Se prendiamo dunque i punti Ao , A, , . . . , Aj_j per vertici della piramide fon- 
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damentale, il modalo prende Ia forma: 



doTO i termini sopra alla diagonale non principale son tntti nnìli. 
Se la correlazione corrisponde alla radice + 1 , deve essere: 



I alla radice - 1 , 



ai = ' 



.3), 



come 8Ì vede costruendo l'ei^nazione caratteristica. Se dunque q è dispari = 2/ + l, 
non paft darsi il secondo caso, altrlmenii sarebbe <ij+i = 0, e la correlazione sa- 
rebbe singolare. Se g 6 pari = 21 non pu& darsi invece il primo, purcbè allora la ra- 
dice X = 1 anonllerebbo non solo il determinante caratteristico ma anche tutti i 
Buoi minori di ordine q~l; infatti nello sviluppo dell'unico di questi che po- 
trebbe essere non nullo per >.= 1, figurerebbe come fattore \b,^b,. 

Restano dunque solo i due casi 
1,")' p' = + 1 , 5 impari; 
2. ) p' = — 1, q pari ; 
(fi' essendo la radice dell' equazione earatledatica corrispondente), in cui vedre- 
mo, che la correlazione esiste effettivamente. 

Ne viene ohe per q pari e p' = + 1 , e per q impari e p' = - 1 la correlazione 
trovata al n. 26 deve essere se mai nn sistema nullo, e perciò il corrispondente 
m pari. Dunque nel gruppo caratteristico corrispondente alla radice + 1, devono 
essere pari le differenze A, - ft^„ In cui q è pari , ed in quello corrispondente 
alla radice — l qaelle per cui q è dispari, in ambedue 1 casi posto eveninal- 
mente hj,+, =0. 

■i8. Onde arrivare a dare una forma semplice alle equazioni della correla- 
zione nei due casi, che sopra abbiamo visto essere ì soli possibili dobbiamo pi'c- 
mettore alcune considerazioni sui quadri caratteristici, che riguardano ambedue 
i casi. Supponiamo, che A^ , A, , . , . , A,,, sieno i punti di un quadro caratteristico; 
si sa che allora Aj è il centro di prospettiva della retta AjA^^, e della corri- 
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spondente In Q\ di pili lo spazio Sj = (AoAi . . . A,)(f < 9 - ^ i"'^ ^'^ ha nn 
solo pnnto anito per 0. Anzi si può dire, die ogni ponto di 8, è il centro di 
prospettiva di dne rette corrispondenti in Q, passanti per Ao o giacenti in S,-^, , 
e che tra qnei punti di S, e te rette di S,^,, per A, intercede una omografia con- 
sideraudo come corriRpondenli un punto di S^ e la retta di S/,^ per A^ , che 
considerata del primo spazio fa parte della coppia di rette corrispondenti in Q 
e prospettive da quel punto. In questa omografia ad A^ corrisponde la retta A^A, , 
ad A, la retta AgA, , . . . , ad A( la retta A^A,.^, {•). Se dunque non imponiamo 
nessuna condizione al quadro caratteristico, per uno qualunque A| (><{- 1) 
dei punti del quadro si può prendere no punto arbitrario di S^ ruori di Sj^^.. 
Scelto A| vengono determinati A,, , A, , . . . , A,>, ; A;^, è tin punto qualnnqtie sulla 
retta che in qnell' omografia corrisponde ad A,- , A;.j un punto, che, finché non 
è fissato Af^i, ò un punto qualunque deli' S^ corrispondente a queir Si , e 
cosi via. 

Ne viene, che se A^ , A, . . . . , A,_, ò un determinato quadro caratteristico, per 
lutti gli altri, che hanno a comune con esso 1 primi t -i- 1 punti, V(i + 2)"" punto 
giace sulla retta A^Aj^, , l'(t + 3)*"" nel piano AoAjAf^, ma fuori di quella retta, 
il g" neir S,_(_, = (AflA, Aj . . . A,_,_jA,_,) (»). 

29. Visto ciò torniamo all' esame dei 1" del due casi del n. 27 , e po- 
niamo q = 2t ■{• 1 ; sia Aq , A, , . . .. A,_, -, A, , A^ ,..., A„ nn detcrminato qua- 
dro caratteristico. 

Consideriamo poi la quadrica V',>_i dui punti incidenti ai loro iperpiani cor- 
rispondenti in V: essa b certo generale , perchè il suo discriminante essendo il 
determinante caratteristico, in cui si aia fatto X = - 1, non si annulla certo. Dallo 
cose dette ni principio del n. 27 risulta, elio ai pumi dell' 8j., ^(ApA, . . > A,_,) cor- 
rispondono in r gì' iperpiani per l'S,., stesso; questo S,_, giaco dunque tntto.Bulla 
V%j.,. Veniamo ora all' Sj^( A^A, . . . A, ); questo sega H quadrica in una 
V',.,, che si deve scindere nell'S,^, contato duo volte: infatti, so ci fosse un 
punto della V*,., fOorl di queir Sj_, esso si potrebbe prendere per 1' (/ fi)""" 
punto del quadro caratteristico, dopo di che nel modulo scritto al n. 27 sarebbe 
(i,f, = 0, e la correlazione sarebbe singolare. Dunque l'S, è tangente alla qua- 
drica V„_, nell'8,_,, ed A, "è certo fuori della V%j,,. L'S^^ ^ {AoA,'. . . A,,.,) 
deve esser tangente alla V*„_, in un S,_, di S,_, , e certamente non in uno spa- 
zio di maggior dimensione {'). Per vedere qual'è questo Sj., osserviamo che la 



(') Predella — < Le omografie ecc. », § 3, teorema (6). 

(') Tatto questo del resto si vede subito osservando, che condiz.ione d 
e sufficiente, perchè i vertici della piramide fondamentale formino un quadro carat- 
teristico, ò che le formule caratteristiche dell'omografia sien del tipo: 

px\ = a,x, f Xjajj+i (i = , 1 , ... , y - a) pa!',_i = "q^i^y-i- 

{') Segre — «Studio sulle qnadriche ecc.» (Memorie dì Torino, voi. XXXV[). 
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poIarilA rispetto alla V%,_i ha an modalo della forma stesaa di quello scritto ni 
n. 27: ne viene che ad A, in essa corrisponde un iperpiano per Aq , À, , ... , A^..j_j 
(/ = , 1 , . . . , 2 - 2) e per consegaenz'a l'S,_, cercato 6 l'S,_, ^ (AoA, . . ■ A,_,). 
Perciò la V», sezione dell'Sj^, colla V%,_, hI compone di ao' S(_, pet quell'S^.,- 

Potremo dunque prendere l'(/ + 2)"" punto del quadro sulla V*, o quindi 
salia V%j_] , poiché l'Sf non contiene certo la V*i stessa. Supponiamo fatto ciò 
allora rSj_| ^ (AoA, . . , A,_jA,^,) giace sulla V*( : quindi potremo cambiare il 
qundro caratteristico nel modo, che si vorrà, purché si lascino fermi A, ed ^ g , A^^., 
resterà sempre sulla V*j. 

Consideriamo ora rS^^., =: {A„A, . . . A,^,j): esso è tangente alla V'^-t , Del- 
l' Sj.j ^ (a^Ai . . . A,_j), e quindi la sega in una V*,+, composta di oe* Sj., per 
r S,_,. Se si fa variare A,+( nell' Sj ^ (A(,A, . . . A,_,A,^j) , A^ , A, non variano, e 
quindi A,^.i resta sulla V%j .{i ora questo 8, sega la V*„_, in una V*,_| composta di 
■*' S,_g per l'S,^ ; dunque pur tenendo fissi A, e A, , A^.j si può prendere sulla 
V%i.,. Fatto ciò r Sj., ^ S,_j A,+, è tutto sulla V%,_j : quindi purché si tengan 
ferrai A,AjAjA^ , Aj^., ed- A^^, restan sempre sulla V*j,.,. 

Cosi seguitando si arriva a trovare, che Aj^, , Aj^j , ■ . ■ , A,f si possono pren- 
dere tutti sulla V*,/.!- 

30. ViBlo ciò è ben facile arrivare alla forma normale, che volevamo dare. 
Prendiamo dunque il quadro caratteristico in modo che tutti i 8aoÌ ponti meno 
A, sieno sulla V%|_, ; indichiamo poi con it, l'iperpiano corrispondente in T ad 
Af (i = 0, 1, ■ ■ . , 20- Allora siccome Aj giace in itj (^ < / < 22 + i), K,- passa anche 
per A'( (corrispondente di A, in U), e quindi per A,_, , che 6 sulla retta A^A',. 
Ed ora U( { i + l < i < 2/ + 1 ) passando per A(_, , iij_, passa per k\ e perciò , 
passando già per Af_, , anche per A^. Abbiamo ora che ir(_, passando per 
A, (i X 1 < i < 22 + 1) it( passa per A',., , e passando già per A(_, passa per con- 
seguenza anche per A^. j. Ancora; tCj (I + 2 < i < 2i + 1) passando per k.^^ , Hj,, 
passa per A', e perciò per A^. Continuando alla stessa guisa si trova che itj (2<i<2i+l) 
passa per A, , Aj+, , ... , k^^. Il modulo dunque prende la forma : 



■ *»! ''i 
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dove tatti i termini dod compresi tra la diagonale non principale e le punteg- 
giate sono nnllt. 

Indichiamo ora con A'o(= A^,) , A', , ... , A', i punti corrispondenti di A^ , A, ,...,A, 
in fi, con B{^i(> = 1 , . . . , I], il ponto oomnne all' S, s (AjA,^, . . ■ A,,) ed agli 
iperpiani to , it, , . . - , itj_f_i , Uj-j+i > ■ ■ • i i^i t nessuno dei qnall passa par 1' 8,. 

L'iporpiano corrispOD'lente Hd A^_i({ = 1 pftssa per A^ , A, , . . . , Aj , e 

quindi anche per tntti i ponti A' ; di piti passa per tutti ì punti B eccetto che 
che per 8,^^; cosi t, passa per tutti 1 punti B eccetto, che pftr A',. Ne viene, 
ciie l'iperpiano corrispondente ad A'/_(, che è del fascio determinato da ir;„i_, 
e Kj-i passerà per tntti ì punti A' e B , eccetto che per B,^j+, e B,+i , e quello 
corrispoDdente ad A'j passerà per tutti i pnnti A' e B, meno A', e B^^,. D'altra 
parte lo spazio S,_, corrispondente in r dell' S,_i ^(A,^, . . . Aj,) ha per Boste- 
po rS, , onde il £, corrispondente dell'S, ha per sostegno lo spazio cornane ad 
S, e n 6, , cioè lo spazio (Bj,., . ■ . B„). In conseguenza l' iperpiano, corrispon- 
dente a B[K passa per tutti I punti B , ed inoltre per tutti 1 punti A', eccetto 
che per A/_i. 

Se daitque prendiamo per nuovi vertici i punti A'g , A ',,..., A'j , B.^,,...,Bgj, 
il modulo, disponendo opportunamente de) punto unità, prende, conformo al n. 27, 
la fonna : ~ 




l X, 



dove le \ son quantità arbitrarie, purché diverse da zero, e che nell'S,_ 
'^(^t), hanno per l'omografia fi il solilo significato ('}. 



=(AoA,... 



31. Con on ragionamento del tutto analogo e che perciò non staremo a fare, 
se si tten conto, che nel secondo dei casi trovali possibili nel n. 'il, la qnndrica 
dei punti incidenti ai toro iperpiani corrispondenti è specializzata una volta sola, 
si arriva anche in questo caso a dare una forma semplice al modulo, e questa 



(') Per i tipi dati da Rroneckor per le forme corrispondenti a questo ed ( 
usi, che vedremo in seguito, si può osservare la stessa cosa, che al n, 24. 
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(B) 



I »,_, 




le À avendo il solito significato per l'oniografia subordinata da Q nell'SjE 
(AjA, . . . A,). 



33. Ci rosta ora da trattare, il caso in cai la correlazione ha la carattcrì- 



[(11...1)],. 



Indichiamo con A tin punto qualunque della retta fondamentale, e conside- 
riamo on 8^_i per esso, unico per U e con il solo punto unito A. Ad eeso corri- 
sponde un S,_, , il cui sostegno è un S'j_, dello stesso genero, che passa per A 
per quanto abbiamo visto nel n. 26 doversi verificare. Anzi se B^, varia in un 
S, ed Intorno ad un S^_j , S' , varia intorno ad un 8,_, ed in un S,. Dunque nel 
sistema od' di questi S^^, per A viene a stabilirsi una omografia, ohe dovrà avere 
almeno un elemento unito. 

}'erciò per ogni punto A ci sarà un Sj_,>nelle solite condizioni, che appar- 
tiene alta V%^, dei punti incidenti ai loro iperpiani corrispondenti. Intanto nel 
caso, che la radice corrispondente sin + 1, la V*,^_2 è generale e gli S,_i sono 
gli Epazii lineari di massima dimensione contenuti nella qnadrica ('J. Questi come 
si sa si dividono in due sistemi, ed evidentemente gli S,_, di cui sopra appar- 
tengono tutti »d uno stesso sistema, potendosi passare da uno all'altro con con- 
tinuiti. Ora se 9 6 dispari due S^_, dello stosso sistcmit si devono incontrare 
almeno in un punto (*), mentre per it teorema V due di quegli S^_, devono es- 
sere indipendenti. Dunque è da escludersi il caso di q dìspari, per f' = + l. 



(') Segre — « Stadio sulle quadriche ecc. », § 3. 

(') Berlini — «Sugli spazi linenri delle quadriche a numero pari di t 
Di » (Atti della R. Accademia dello Scienze di Torino, voi.' XXX, 1895). 
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Se 9 ^ P"^'} 'f^ correlazione, se esiete, è certo elementiire, se no si dovrebbe 
decomporre in dae correlazioni del tipo considerato nei paragmfl precedenti, 
mentre abbiamo visto non essere possibilo per quelle il caso di q pari e p'c+1. 

Per dare la forma normale al modulo, prendiamo dae punti A e B della 
retia fondamentale, e per ciascnno di essi un 8,., dei soliti, che giaccia inoltre 
iDlla V%j_,; il modulo prende allora la forma: 



Ed ora nello stesso modo, che al paragrafo 24, gli si dà ancora la forma 

(B), in cui ai sia fatto ^' = + 1. 

ì^S, Veniamo al caso, cbe sia p' = — l ; In tal caso la ^Uq-t ^ specializzata 
due volte, ed ha per retta doppia la retta fondamentale. Allora l'S,, cui appar- 
tengono un S^, qualunque del solili e la retta fondamentale, è ano spazio di 
dimensione massima della quadrlca, Sejjando con un 8,^.^ Indipendente dalla retta 
fondamentale si ottiene una Vj-,* e da ciascnno degli 8,,, dei soliti , che ap- 
partengono alla V*,5_, , si ottiene un 8,_, giacente sulla V*,^,^. Questa è or* 
generale onde ripetendo il ragionamento stesso fatto sopra si arriva ad escludere 
il CASO di q pari. Invece- per q dispari si ha una correlazione il cui modulo ha 
ancora la forma (B), fattovi però, come è naturale, p' = - I, e la correlazione è 
ceno elementare. 



Teoremi generali lut/e corretanont 



34. Non ci resta ora che trarre le conclusioni riassumendo i risultati ottenuti. 
Cominciamo dal vtdere quali sono I tipi di correlazioni elementari. 
Per queste abbiamo i teoremi : 
a) Condizione iteceuaria e mfftcUnie, perchè una correlazione non tingo- 
lare tia elementare, i che liano verificate le condizioni di uno dei tegnenti casi: 

_q _____ 

■ 0)]r o (qqj, : radici corri- 



la) CaraUeritiica del tipo [(UOO ... 0) (000 . 
tpondenti ai due gruppi reciproche e ^ * 1 (n. 24) ; 
TOL, iny. 



es 
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q 

2») Caraiteriitiea del tipo |(000...0)]p o [q], , cnn q ttitpari : radice 
corrispondente = + l (a. 30Ì; 

3i>) Idemle»n q pari: radice corrispondente =; - 1 (n. Si); 

q 

4") Caratteri'^tica del tipo [(111... lljp o (Cqq)]» con q pari: radice 
eorrispondenie = + 1 (n, ^2); 

5») /dem con qditpari: radice corrispondente =-1 (n. 33» ('}. 
b) i>u« corre/azioni elementari non singolari di due spazìi di vgual di- 
mensione ed appartenenti ad uno stesso degli ultimi quattro tipi precedenti sono 
proiettivamente identiche. 

Nel caso, che alano ambedue del f-^tipo, per questo occorre a basta, che siano 
vguali le radici dell' equazioni caratteristiche corrispondenti , ossia una cori da- 
zione non singolare del primo tipo ha uno ed vtn solo invariante. 

e) In uno spazio a dimensione pari r tutte le eorrelaeìoni non singolari 
ed elementari sono proiettivamente identiche, e del 2" tipo fq = r t- l'. 

In uno spazio a dimensione dispari r = 4» — 1 (8 intero), ci sono ire tipi di 
correlazioni elementari non singolari, il 1" (q = Ss), il 3' (q = 4b>, il 4" (q = 2»). 
In uno spazio a dimensione dispari r = 4a + 1 ci «omo pure ire tipi: il 1° 
(q = 23 + 1), il 3" (q = 48 + i), il 5° (q = 23 + 1). 

35. Venendo alle correlazioni composte abbiamo gli altri teoremi : 

d) La caratteristica di una coi-relaziont qualunque dece godere delle tre 
seguenti proprietà : 

l") I gruppi caratteristici, che non corrispondono alle radici ±\, sì poi- 
sono accoppiare in guiia , che i due di una stessa coppia sono uguali « corri- 
spondono a radici reciproche. 

2") Scritta la caratteristica colla notazione di Segre nel gruppo carat- 
teristico corrispondente alla radice + 1 , sono in numero pari i divisori eleines- 
tari uguali ad uno stesso numero pari. 

3°) Colla atessa notazione nel gruppo caratteristico corrispondente aUc i 
radice —1, sono in numero pari i divisori elementari uguali ad uno stesso nitnie- ^ 
ro dispari (*). 

e) Scritta la caratteristica corrispondente colla notazione di Segre, la cor- 
relazione ai può decomporre in tante altre elementari 

del primo tipo, quante sono le coppie di divisori elementari uguali e 
corrispondenti a radici reciproche diverse da ±1; 

del secondo tipo quanti sono i divisori elementari dispari corrispondesti 
alla radice + 1 ; 

del terzo tipo, ^ì-anti sono i divisori elementari pari corrispondenti alla 
radice - l; ' 



(') Mnth, op. cit. , png. I-IB. 

(') Muth, op. cit., pa)f. 145: è questo il teoremB.dì-£r o n e e k e r. 
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del quarto tipo, quante sono le coppie di divisori elementari uguali e 
pari corri apond enti fdla radice -t I ; 

del quinto tipo, quante tono le coppie di divisori elementari uguali e 
dispari corri epondentì aìla radice — \\ 

il numero q essendo in ogni caso da prenderei uguale al od ai dioisori elemen- 
tari corrispondenti. 

Con qacato teoreiim e con quello del n. 4, che come abbiamo g'\h detto si 
applica anche alle correlazioni, si lia subilo quella, che diremo la forma nor- 
male dello equazioni di una correlazione qualunque. B«sta prendevo i moduli 
corrispondenti alle correlazioni elemcniarì componenti e disporli uno di seguito 
all'altro intorno alla dlngonalo principale. 

Le condizioni date dal teorema d) sono ancora succienti, perchè esi- 
liano correlazioni non singolari corrispondenti ad una determinata caralterialica 
td a determinate radici dell'equazione caratteristica ('J, 

g) Condfeione necessaria e sufficiente perchè due correlazioni non singolari 

lieito proietticamente identiche, è che abbiano caratteristica uguale, ed a gruppi 

caratteri Itici uguali corrispondano radici uguali dell' equazioni caratteristiche, 

orna che sieno proiettivamente identiche le omografie appartenenti ad esse (*J. 

Notiamo poi un'altra conseguenza; la seguente: 

Gli e>pazii caratteristici corrispondenti a ladici ^±1 giacciono sulla qua- 
drìca dei punti incidenti ni loro fperpiaui corrispondenti. Su questa poi giace 
ancora lo spazio fondamentale corrispondente alla radice — 1, mentre quello cor- 
rispondente alla radice + 1, sega la qnadrica in una quadrica specializzata A^ 
Tolte, ee (A, — 1 , fi, — 1 , . . ,}p è il grappo Cìtratterìetico corrispondente alla ra- 
dice stessa ('). 

3S. Se indichiamo con 

(A,''i-1, l>,''''-l, ... ,hi,J''i-l)[h^^°>-i, A,''J-1,... .ftp^'"-!) 

(/.,-!, A,-l, ... , V-0(a, -1, ft,-l, ... , Ap'-i)lp 

la cnraiteristlca di una correlazione dell' S^, essendo le A quelle corrispondenii 
alla radice + 1, le h quelle cor rÌi>po udenti alla radice -1, la classificazione delle 



ì}) Hath, op. cit., pag. 147. 
(') Huth, np. cit., pag. 143. 
(') Cfr. S e g r e — « Ricerche ecc. : 
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correlazioni di S^ dipende dalla risoluzione con ntimeri interi dell'equazione 
i...<i l...p, i...p' i..p" 

I i I t 

delle cong^rneoze 

ft, -A, = A(- h^s... = k^.^^-hr^^ =0 (mod. 2,ftp.+i=0) 

A, - ft, = hj - ft^ = . . . ^ *2f?llil ~\\€l}] ~ '^ ^°"*^' ^' V+i = °) ' 
e delle diangaagliaose 

Al"' > Ai'" è A»"* S • ■ • > \^'> (t=l,.-.,o) 

Ai > A* >\ > . . . S: V 
^ > A, > ^ > . . . S Ap .. 

Corrispondentemente a ciascnn ststema di soluzioni di queste si ha un tipo 
direrao (dal pnnto di vista proiettivo) di correlazioni : sicché la cIsBsifloazione 
delle correlazioni di 8^ equivale « trovare tolte le solazioni con uameri interi 
del sistema scritto sopra. 

§ 8- 

Le correlazioni particolari come ca$o limite di correlazioni generali. 

37. Come si sa, si dice, che due omografie sono della stessa classe, quando 
hanno lo stesso nnmero di spazii fondameniali collo stesso numero di dimen- 
sioni, Bieno poi questi spazii distinti o no. Inoltre un' omografia si dice limito di 
un altra, quando le equazioni di quella si ottcng'ono dalle equazioni di qnesla, 
facendo tendere a limiti determinati certe quantità, che entrano nei coefflcienii 
dell' equ.tzioni della seconda omof^raCìa. È un risultato ben noto, e su cni del 
resto si basa la dimostrazione dei teoremi del § 2, che: 

Un'omografia particolare qualunque è tempre limite di una generale della 
gteeta clatee 0), 



{') Cfr. Predella — cLe omografie eoo. > § 5. 
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Date definizioni analoghe per le correlazioni, però non vale II teorema ana- 
logo al precederne, ma vale solo quando la correlazione soddisfa a certe con- 
dizioni, cbe ora determineremo. 

Supponiamo dapprima, che la correlazione abbia due soli spazii fondamen- 
uli, e questi corrispondano a radici reciproche e ± 1. Diamo allora alla corre- 
laziono la forma normale; se la caratteristica della correlazione è 

[(Al -], ft, - 1, ft,- 1, ... ,h, -l)(ft, -1, A, - I, A, -1,. . .,Ap- l)]p 

il modulo risulta il prodotto di A, minori , di cui A, - A, di ordine 2, A, — A, di 
ordine 4, . . . , A,., — A^ di ordine 2(p - 1), hp di ordine 2p ; ed a questi minori 
si può dare la forma (B). Prendiamo ora p quantità 



iQtte diverse da zero ed tn modo cbe esse e le loro Inverse sieno tutte dlverdo 
fra loro, poi In quelli dei minori detti, cbe hanno 1' ordine 21, al posto dei ter- 
mioi = p' mettiamo le prime l delle quantità dette (f=l , ... , p). Allora si ha una 
correlazione, che dico esser genirale; infatti son generali tntte le correlazioni in 
eoi h decomposta (cfr. n. 7 e 18); anzi più precisamente queste altime liaono 

t l 

tutte nna caratteristica del tipo [00 ... 00 . . . O'p i l' equazione caratteristica 

corrispondente avendo per radici tutte semplici p, , p, ,..., p, , — , —,...,— . Te- 
fi P» Pi 
nendo conto di qnanto ora abbiamo detto, e delle cose viste ai n. 7 e 18, si 
Tede cosi obe la correlasione coeA ottenuta è della stessa classe di quella data. 
Ora facendo tendere Pt , 9t , • • • , fp t^ p' ia modo però che le pi soddisfino sempre 
alla condizione loro imposta plb sopra, la correlazione generale costruita tende 
& quella data, 

Pib In generale si vede che data una correlazione, tale che l'equazione ca- 
ratteristica coiTispondcnto non ammetta le radici ± 1 , la correlazione stessa si 
paò sempre considerare, come lìmite di lina generale della stessa classe. Basta 
perciò deoomporla in tante altre , tutte del tipo sopra considerato, ciò che è 
possibile per la condizione imposta all'equazione caratteristica, e su ciascuna 
delle correlazioni operare nel modo ora indicato, avendo però cura, che tutte le 
quantità, che si sosiitniscono alle radici dell' equazione caratteristica, e le loro 
inverse sien tutte diverse tra loro. 

38. La cosa però non va pia allo stesso modo quando la correlazione am- 
uelte spszii fondamentali corrispondenti alle radici ±1. Possiamo vederlo subito: 
In una correlazione particolare lo spazio fondamentale corrispondente ad una 
delle radici suddette, per es. a + 1(- 1), può derivare, se la correlazione ò li- 
mita di una generale della stessa classe, dalla sovrapposizione di due spazii fon- 
damentali corrispondenti a radici reciproche, quando queste tendano a -tK-l); 
poi in questo spazio possono venire a cadere altri due spazii delio-stesso generci 
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e coB) via I Tolte. Poi potrà venirci a cadere lo apazto corrlspoudonte alla ra- 
dice + 1(— 1), e poi ancora altri due spazii nelle coDdizioni di prima, e poi an- 
cora altri dae, e cosi via altre m volte. Daaqae perchè la correlazione data 
possa esser limite di una generale della stessa classe occorre, che i grappi ca- 
ratteristici corrispondenti alle radici ± I, abbiano ambedue la forma 

(a) (Ai-l. A, -l,fc,-l, A,- l,...,fij-l,A,-l,A-J,Vi-l.*(+r- '-■■>''/*--'' ^+-'-^)p 

in cai perà può darsi che sia o ^ = 0, o m = 0, o h = m. = 0, il caso di l=m-0 
non presentando aleno Interesse, perchè allora lo spazio corrispondente sarebbe 
semplice {'). 

Naturalmente poi le h non possono essere arbitrarle, ma devono soddisfare 
alle condizioni del teorema d). Sicché nel caso, che la radice corrispondente eia 
+ 1, devono essere numeri par! le differenze 

fii-àtfhg-ht,. ..,h,., ~ ht,k,~ k 

e quindi A, , A,', ...,&,, A tutti numeri pari o tutti numeri dispari. 

Invece nel caso, cbo la radice corrispondente sia- 1, devon essere numeri 
pari le differenze 

ed A|^H r Quindi A , Ai., , • - • , A,^,. tutti numeri pari. 

39. La condizione ora trovata 6 anche sufflciente. Supponiamo Infatti, che 
la caratierisiica della corrtlaziono abbia un solo gruppo caratteristico, e questo 
corrisponda per es. alla radice + 1. Allora se soddisfa alla condizione ora vista 
tutti i divisori < 21 + l sono pari, quelli > 21 •- 1 tutti dispari: alle coppie dei 
primi corrispondono tutti minori del modulo della forma (B), ai secondi dei mi- 
nori della forma (C). Prendiamo ora l + m quimlità f, ,Pt> ■■ » ?i+m ' '"'' '^^^ ^^^^ 
e le loro inverse sicn tutte diverse tra loro. Ciascuno del minori del primo tipo, 
cioè della forma (B), ba un ordine = A^^<.4l■. al postO dei 21, termini =f', met- 
tiamoci lo quantità 



Ciascuno dei minori del secondo tipo ha invece on ordine = SI, f i>31; 



(') Questa condizione necessari» l'ho presa senz'altro dal libro, ohe il prof- 
Ber tini stninperà tra breve; si sarebbe potuto del resto vederla atgebiicamanta 
dalla forma normale del modulo, 
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posto del primi /, termini della diagonale non principale, meltianio le qaantiià 



L& correlazione componente corrispondente ad nno dei primi minori ha la ca- 
ratteristi o a 

ì, I. 



[1 1 ... l 1 1... l|v 
l'eqaazione caratteristica corrispondente avendo le radici latte doppie 
£ J_ _1_ 

qaetla corrispondente ad uno dei secondi lia per caratteristica 

[00 . . . OU 00 . . . 0]p 
l'eqaazione caratteristica corrispondente avendo le radici tutte semplici 
ri 1 ■ 



Bd ora come al d. 3t!l si vedrebbe facilmente, clie la correlazione, clie si ottiene, 
Qaaurio la sostituzione detta si faccia per tutti i minori, è generale e della stessa 
classe di 'qnella data. Faceiido poi tendere le quantità p, , p, , • • . , p;.« tutte 
ad 1, la' correlazione generale lin per limite quella data. 

La trattazione nel caso, che il gruppo caratteristico corrisponda alla radice 
- 1, 6 perfetinmeute analoga, e non staremo percib a furia. 

40. Ed ora nel caso, che la correlazione data ^ia qualunque, purché soddi- 
sfaccia alla condiziono del n. 37, basta dccompovla, come abbiamo detto al nu- 
mero 19, e poi su ciascuna delle correlazioni componenti operare nel modo sopra ' 
iiiitìcato. Se si ^ha cura di prendere tutte le quantità p, - che s'introducono/ "in 
modo che tra. esse e le loro inverse non ce ne sieno mai due uguali tra loro, 
od uguali e di segno contrario si ottiene una correlazione generale della stessa 
classe di qnella dnta,',c.:CJie ha per limile qaest'uUimn. -Danqno : 

Condizione neee»$aria e auffleìente, perchè una correlasione non uingolare 
(luppoilo che etiita) aia limite di «na generale della aieaia claaie, è che i gruppi 
caratterifUci eventualmente corrispondenti alle radici ± 1 abbiano la forma (a). 
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Fatci di correlazioni involntorie. 
41. Date due con-elazlont r, e r, definite rispetti vamoiite dalle equazioni 

£'*=X*''»^* 5'i=^*,ta;|, (t=0, 1,..., r), 

diremo fascio di correlationi l'insieme delle ao> correlazioni, che hanno per 
equazioni 



5'(=^(^art + li'>j*)n. 



U «« + 1* *»« I 

non identtcn mente nailo, cioè, che il fascio non sia di correlazioni tane singo- 
lari: potremo allora supporre, che sia 

(«rtl+O , |fcrt| + 0. 

Introdurremo per 1 Taeci di corretnzioni denominazioni analoghe a quelle già 
Introdotte per le omografie e per le correlazioni singole. 

Diremo, che il fascio è comporto, quando si possano trovare due o più spaiìi 
decomponenti 8, _, ,8i_i 8, ,, (( ì 2), che 

|o) sieuo indipendenti ed appartengano ad S,.; 

2°) che ad ogni pùnto di ciascuno di essi corrisponda in ogni correlazione 
del fascio un ipeiplano per tutti gli altri apszii. 

Questi son tali dunque che risultano spuzii decomponenti per ogni con'cta- 
zione del fascio. (Evidentemente basta poi, che lo sieno per due qualunque pur- 
ché distinte). 

Nel caso, In cui cl& non b possibile il fascio si diri elementare. Si potreb- 
bero ora fare le solite osservazioni: noi le tralasciamo essendo del tutto ovvie 
dòpo quel che abbiamo detto altra volta (*). 



('),tiagr,e — « Ricerobe ece. >, i\. 11. 
(*) Cfr. Mnth, op. oit. , pag. U8. 
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42. Consideriamo ora l'omografia ù, che si ottiene facondo prima r,~' e poi 
r, , cioè l'omografia, cbe &i ottiene considerando come corrispondenti dne ponti, 
che corrispondono ad uno stesso iperpiano in T, e F, rispettiTamenie. 

Prendiamo un punto anito per Ù : vnol dire , ctie esso corrisponde ad uno 
stesso iperpiano tanto in l, , che in r, , e per conseguenza anche in latte le 
eorrelazioni del fascio. Analogamente, se consideriamo un 8._, nnìto per 0, esso 
corrisponde ad ano stesso ì^^., in ogni correlazione del fascio; naturalmente 
pf^rò ad an ponto di qnell'8,_j con-ìspondono in generale iperpianl distinti nelle 
rade correlaiciOD) del fascio. 

Di qui deriva, die tutte te <»' omografie, che si possono ottenere, come la 
Q, da due correlazioni del fascio, hanno tntte gli stessi spazil aniti, e perciò la 
stessa caratteristica-, differiscono danque soltanto per i valori degli invarianti 
assoluti. La caratteristica di tutte queste omografie si potrà prendere come ca- 
ratteristica dei fascio: anzi è evidente cbe due fusci di correlazioni identicamente 
proiettivi hanno la stessa caratteristica. 

43. Sapponiamo ora, che T, e T, sieno ambedno fnvolaloHe. Consideriamo 
allora uno spazio S.., unito per l'omografia Q ', questo spazio S,., corrisponde 
ad un certo 1^_, tanto in T, , che in Tj. Essendo queste inroiatoiie^ inversamente 
liei ^q-i corrisponde all'S,.., tanto in r, che in r, , onde anch'esso è unito per 
Ù. Ne viene di consegnenza, che rispetto a T, e r, , Q gode della proprietà: ad 
ogni spazio nnìto per ù, T; e T, fanno corrispondere uno stesso spazio pure 
nnìto per Ù, e tale corrispondenza si effettua natur^almente in doppio modo. È 
verificata danque una proprietà analoga a quella del n. 19, su cui -s'impernia 
tutia la dimostrazione fatta nel coso di una sola correlazione , onde anche ora 
verrà una trattazione analoga, che però in conseguenza ci contenteremo di ac- 
cennare per sommi capi. 

Si capisce del resto il perchè di tale analogia: classificare le correlazioni 
equivale & classificare i fasci, in cui dae correlazioni sieno una un sistema po- 
lare, l'altra uh sistema nullo, singolari o no ('). Percid noi nella trattazione se- 
gsente lasciando da parte questo caso, in fondo già trattato, ci occuperemo solo 
dei casi in cai T, e P, sono o ambedue sistemi polari, o ambedue sistemi unlll, 
cast^ in cai' il fascio consta di correlazioni tutte ìnvolutorie. 

44. Consideriamo dapprima uno spazio caratteristico di fl, S^., ; ad osso cor- 
risponderà tanto in' fi che in T, uno stesso spazio £^_, , intorno al sostegno del 
qnale Q subordina una omografia tra gii iperpianl, che ha la stessa caratteristica 
di quella subordinata pure da il in S^.,. Perciò sul sostegno S,..^ c'è una omo- 
grafia subordinala da a, e la cai caraticnsjea si ottiene da qaella stessa di il 
sopprimendo il gruppo caratteristico corrispondente ad 8^*,. Se dunque l'S^.^ 
passa por 8j_, ci sarà un altro spazio caraneristico per £1, 5'j_, indipendente da 



(') S e g r e — < Bicerche ecc. > n. l'ò. 

VOI.. ILIV. 
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&,_g e cni corrisponde nn grappo caratteristico aguale a quello corrìspondentc 
ad Sj_p Inoltre 1! I',., corrispondeiile ad S'p_, tanto in r, clie io r, , ha an so- 
stegno die è certo indipendcnie da S(,_, , e che passa per rS'j_,, 

Io tal caso adnnqae potremo prendere, come spazit decomponenti del fascio 
l'S,j_, ^ (8j_, , S'|,_,) e rS^,p intei'seziune dei sostegni di I^^j e 2'^.,. 

Se il sostegno di £^_j non passa per S^_, dove essere completamento indi- 
pendente da esso, e perciò potremo prendere esso e l'S^.^ come spazi! decom- 
ponenti. 

Seguitando nella stessa maniera siamo così ridotti ad esaminare it caso che 
abbia dae soli spazii caratteristici corrispondenti a grappi caratteristici ugnali, 
e che vengano permutali si da r, che da r, , ed al caso, che Ù abbia invece 
un solo spazio caratteristico (cfr. n. 20). Nel primo caso poi con la stessa trat- 
tazione fatta altre volte ci si riduce ulteriormente a qaeilo, che caratteristica 
del fascio sia 



(cfr. 



1(00 . . , 0) (00 . . . 0)lp 
I 5); nel secondo caso ci si riduco ai dui 



casi 



1(11 . . . l)]p o [(gg)U 



[(00 . . . 0)]p 



(cfr. § 6) ; anzi nel secondo caso deve ad ogni S,_, .unito con un solo punto 
unito per Q corrispondere in r, e Tj un 1^_^ , 11 cai sostegno passa per il punto 
unito di Sj_,. 

45. Trattiamo ora a parte i tre casi. Cominciamo dal primo: in tal caso, 
chiamati S,., ed S',_| i due spazii caratteristici, prendiamo i primi q vertici 
della piramide foniamentale in S^_, , gli altri in S'^,. I moduli di r, e r, a- 
1 allora la forma 



dove va preso il segno + o il segno - , secondo che r, e r, son due sistemi 
polari, o due sistemi nulli. L'omografìa Q perà in questo caso farebbe corrispon- 
dere ai due Sj_, la stessa radice, mentre noi avevamo supposto, che vi corri 
spondcssero duo radici diverse. Il primo caSo 6 dunque da escludersi. 

46. Veniamo ora al caso, che il fascio abbia la caratteristica 



[(00 . . . 0)Jp 
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Prendiamo per vertici Aq , . . . , À^_, della piramide fondamentale i punti di 
no qaadro caratteristico per Q: sllofit ad Aq dovendo corriepoodere tanto in r, otie 
in r, rS^_, nnilo per Q, ad AoA, l'Sj., pure unito per 0, e cosi via, nei modali 
di r, e Vf gli elemenii sopra la diagonale secondaria devono essere nulli (cfi*. 
n. 27). 

Si pnò escludere subito il caso, che T, e T, sian sistemi nalli: intanto se lo 
fossero, dovrebbe essere evidentemente q pari, aiirimcnli r, e r, sarebbero singo- 
lari. Sappooiamo ora q = 21: allora ud A;_i ed A, corrisponderanno in r, due iper- 
piasi le cui coordinate saranno (0 ,..., , ^, ,..., 5)(_i) (0 ,..., >j,_, , , 1];*, ,..., %.,), 
dove ^i 6 certo ^0, che se no r, sarebbe singolare. Ora ad Aj deve coriispon- 
dere in T, na iperpiano del fascio di quei due, il corrispondente del secondo io 
0; perciò l' ìperplano corrispondente ad A, in Tj, non potendo coincidere con 
il primo di qaei due, non può passare per A| contro t' ipotesi clie r^ sia un 
sistema nullo. 

I 47. Veniamo ora al caso, che T, e P, sian due sistemi polari, e supponia- 

mo dapprima q =- 21. Indicheremo con V%j., la qnadrica rispetto a cai è presa 
la polarità T, , con W*,,.i quella rispetto a cui è presa r, ; poi porremo: 

S, = (A,>A, ... A,) (t = , . . . , 'il - 1) , 

di modo che gli 8[ sono gli spazi! uniti per 0. Intanto ad A^ , ... , A,_, corrispon- 
dono tanto in P, che in f^ degli iperpiani passanti lutti per l'S,_j : questo dun- 
que giace tanto sn V%j^, , qnanto su W*^j_,. Consideriamo t'f^j : ad esso nelle due 
polariià corrisponde il I, , )1 cui sostegno è t'8;_, , dunque l'S, tocca la V%,_, o 
la W'„_, ambedue neirS',_, ; esso sega dunqne la Vj,^, in due S,_, distinti per 
l'Sj,,. Ora potremo prendere Aj so uno di questi S,., dopo dt che l' iperpiano 

corrispondente ad A, passerà per A, stesso. Dopo ciò, se À, soddisfa alla condi- 
zione detta, purclife si tenga icrmo A, , per qualunque quadro caratteristico A, 
rariando neII'S,_, = (A^ , . . A,_j A,) resta sempre sulla V'jj_, (vedi n. 28). E ve- 
niamo air H,+, , che essendo tangente alla V%,_, In S,_, sega- in una V*, con 
' '^i-s *^oppio, e cosi rSj^(AD . . . A,_,A/^.,), in cui varia A,,, al variare dei 
qoadro caratteristico qnando si tenga fermo A,, sega la V%,..i in una V*,_| con 
l'!^;.i doppio. D'altra parte il £,_, corrispondente ad Sj_g ha un sostegno, che 
passa per l'S, , mentre l' iperpiano corrispondente ad A, non passa certo per 
^1-1, e passa invece per l'Bj^i; sicché il sostegno del I^^, corrispondente al* 
'^M = (A* • • ■ A,_,A,) sega rS, = (A, . . . A,.jA,^,,) in un S,_, , che passa per 
l'S[.) ma non per Aj_,. Questo S,_, segherà poi la V*,., la una V'(_, con rS,_, 
doppio, cioè in due 8i_, distinti per l'Sj.j, ed A,+, sì potrà prendere su quello 
distinto da 8,_,: A,., allora ha un iperpiano polare rispetto a r, , che passa per 
A,„ etesso e per rS(_j = (A^ . . . A,_3A,) , ed anzi , purché si tenga fermo Aj , 
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bì pnò far variare il quadro caratteristico nel modo, cho si vuole, A,., variando 
neirS;_(^(Aj . . . A(_jA|,i) resterà sempre nelle stesse condizioni. 

Possiamo ora seguitare. L'S,+j è tangente alla V*„., in S,_^ , e perciò 
rSi., ^(A, ... Ai_,A,+,) Beffa la V%,_, stessa in una V',_, con i'Sl_^ doppio. D'altra 
parte il sostegno del Sj.^ corrispondente in T, ad S^.^ passa per l'S,^, , men- 
tre l' iperpiano corrispondente ad A,^, non passa certo por Aj.^ , sicché il soste- 
gno del £,_j corrispondente in T, »li'S,_3 = (Ao,.,A,.^A,+i) seffa rS|_,^Ap..,A,^,A,^,l 
in nn S,_, per l'S,., ma non per A,_j Qaesio Sj_( sega danqae la VVi '" ^^^ 
S;., per rSi^, di cnl uno è l'Sj_s, e l'altro b distinto da esso ; sn questo si 
potrà prendere Aj^, , che allora avr& un' iperpiano polare in r, passante per 
A,+g stesso e per rS(.j^(Ao - . . A,_|A;+,) , ed anzi parche sì faccia variare il 
quadro caratteristico in modo da tener fermo A^ tale proprietà si conserva 
sempre. 

Cosi proseguendo si arriva a trovare an quadro caratterlsIJco di ù tale, che 
r iperpiano corrispondente in r, ad A,(i' = 1, ... ,21 — 2) passa per A,-^i e per 
Aj stesso, e quello corrispondente ad A,,^, passa per A,,_i stesso. 

48. Indichiamo ora con Tt( l' iperpiano corrispondente ad A, in r,, con v'f 
quello corrispondente in P, (t = , ... , 21 - 1); allora k'^ appartiene al fascio in- 
dividuato da 1t^ e ic^.^ (i= l , ... ,21-1), mentre iCq e it'g coincidono. Siccome 
■c^^i = 1, . ., , 2/ - 2) passa per Af^, , ir,^, passa per A,: dunqne ic, e itj^, passano 
ambedue per A^ ed A^^, , e quindi vi passa anche 1I',^|., , e n'f passa per A,-^,. 
Dunque per A|+, passa anche it,_, e quindi per A|_, passa Kf^,. Seguitando ana- 
logamente, si trova che i;,^j e u,^, {i = l ,... ,21 — 3) passano per A| , quindi vi 
passa n',^, , dopo di che ic',- passa per A,^, , onde vi passa anche tI(_,. Cosi pro- 
seguendo si trova, che ic,_, passa per A,^,, , A,^, ,..,, Aj,_, ;Tr| per A,,... , Aj,_,;iri4j 
(»= 1 ,.,. ,1 — 1) per A{_,,^, , ... , A„_i , sicché il modulo di r, prende la forma: 



a,_, 0...0 

«t-i ... 

a,_, 0...0 



«0 ■ ■ ■ ''e,i-l ... 
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dare gli eiementì sopra la dla^nale eecondaria son tatti nulli. Prendendo nal- 
rS,_}^(A,., . . . Aj,.,) come faccia della piramide fondamentale le intersezioni 
di S,_, con K, , . . . , T,_i , si può dare al modalo la forma: 




cambiando se mai opportunamente il pnnto anit&. Osserviamo, che i pnnti Ao,...,A{ 
costitniscoDo ancora parte di no quadro caratteristico per Q, mentre pure co- 
Btituiscono parte di un quadro caratteristico per Q le intersezioni con S;_, di 
i:« , s, , . . . , i:,_f. Il modalo di r, prende in consegaenza la forma: 



(a,-i = o.) 



dove p' è la radice corrispondente in Q allo spazio caratteristico considerato. 

Nel caso poi, che q sia disparì, con pochi cambiamenli nella dimostrazione 
Bi arriva allo stesso risultato. 

49. Veniamo infiae al caso, che il fascio sia di caratteristica: 




(CI 1 1 . 



.i)]v 



Possiamo veder subito, come al n. 32, che allora per ogni punto della retta 
fondamentale per Q passa un S,_, unito con quel solo punto unito, tale, che 
il S^, , che gli corrisponde si in Tj che in r, ha per sostegno l'S^., stesso. 

Ne viene come conseguenza, che non può darsi questo caso quando r, e T^ 
sono sistemi polari: infatti in tal caso le due quadriclie V*,,.g e W%j_, rispetto 
a cui non prese le polarità r, e P, hanno comuni tatti gli S,_, di cui sopra, ed 
in ogni punto della retta fondAmentale hanno lo stesso piano tangente. Ora 
se q fosse dispari gli 8„„, non potrebbero essere indipendenii , onde ci possia- 
■no limitare al caso di g pari. Indichiamo con (Ag . . . A^_,) ed (A'g . . . A'^.,) 



due di quegli 8,_, ; se consìdi 



2(Ao. 



■ -^-'a-i) ^8^° * 



tangente nella retia AoA'o, quindi le sezioni 'V',j_4 e W',j_4 d! esso colle qua- 
driche sono specializzate dne volte. Segandole. con un S,,,j indipendente dalla 
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retUi AgA'g s' ottengono dae qoadriche V%,_« e W,^., , obe si rode racilmentc 
formare dd fascio la -cai oaratterìsitca b ancora del tipo ((U . . . 1)]|.. Perciò se- 
gaitando si arriverebbe a dae qnadrictie dello spazio ordinarlo con a-' rette 
comani, e quindi coincidenti, mentre l'omografla prodotto delle dne polarità do- 
vrebbe avere la caratteristica 1(11)]»: assurdo. 

Nel caso Invece, che il Bistema sia nallo, si vede subito, che al dne modali 
di r, e r, si paò dare la forma 



P' a. 



P' «,-1 



- p' - a, 



Il fascio, che cosi si ottiene, è certo elementare , che altrimeati dovrebbe 
decomporsi in dae ciascuno di caratteristica: 



[(oo...o)1p, 

mentre abbiamo visto, che questo caso non è possibile. 

50. Da tutto ci& derivano varie conseguenze, che qui riassumiamo. 
a) Data una caratteristica qualunque eiìttoao dei fasci di polarità 
tutte siiigolaH eoa quella earatterigtica ('). 



(') Mutii, op. eie., pax. 133- 
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b) Data una caratterittiea qualunque, condizione neeettaria e aufflciente, 
ptrehé eaiatano dei fatci di siatemi nulli non tatti singolari con quella caralte- 
riitìr.a, è the quetta, te è scritta colla notazione di Segre, abbia i dieieori eie- 
mentori di ciascun gruppo caratteristico a coppie uguali, o se è scritta con la 
notazione di Predella sia composta di numeri tutti dispari ['). 

Da (jaesti dau teoremi aegne immedi amente come corollario: 

e) Data un' omografia non singolare qualunque essa ti può sempre contì- 
dtrare come il prodotto di due sistemi polare ho» singolari; e se la caratUrislica 
loddiàfa alla condizione del teorema b), ed allora solo, ti può anche pensare, come 
il prodotto di due tittemi nulli non tingolari 

Dalla forma canonica data ai due BÌsiemi polari (nulli), e che dipende escla- 
sivamente dalla caratceriatìca e dalle radici dell' equazioue caratteristica dell'o- 
mografia a, segue: 

d) Condizione necessaria e succiente, perchè il sistema di due sittemi po- 
lari [nulli) tia proiettivamente identico a quello di due altri , è che l'omografia 
prodotto dei primi due sia proietHoamente identica a quella prodotto degli al- 
iti due (*). 

Agli invarianti assoluti dell'omografia Q ai paò dare la Begaente Intei'petra- 
zlone: se chiamiamo rapporto anarmonico di quattro correlazioni di un fascio 
il rapporto anarmonico dei qnattro parametri corrispondenti, sii vede subito, che 



corrispondente diviene singolare, ed in qacsto caso solo ciò avviene. Ne viene 
cbc gli Invarianti assolati sono i rapporti anuriaonici di due correlazioni singo- 
golsri del fascio con le due considerale P, , T, ('). 

Se si vuole la condizione, perchè duo fasci sicn proiettivamente identici, 
Benza fissare, che una coppia di corrulazioui di uno dei fasci sia proiettivamente 
identica ad una dell' altro, si vede subito, che si ha il teorema: 

e) Condizione neeettaria e lufficiente , perchè due fasci di sistemi polari 
{nulli) tiene proiettivamente identici è che abbiano uguale caratteristica ed uguali 
i rapporti anarmonici di quattro qualunque dei tittemi polari (nulli) singolari, 
del fascio. 

Infine, se imponiamo, che la proÌettivit& che cambia un fascio nell'altro 
porti una data correlazione del primo !n tina pnre data dell'altro, abbiamo un in- 
variante di più, che nel caso precedente: devono essere uguali i rapporti anar- 
niODlci di tre qaalonqoe dei sistemi polari (nulli) singolari del fascio, con quello 
considerato. 

51. Dato tin sistema polare esso individua una quadnca,' luogo del pantl in 
posizione unita al loro iperpiano corrispondente, e viceversa, data una quadrica 



('] Mnth, op. cìt., pag. 142, nota. 

(') Muth, op. cit., pag. 123. 

(*) S e g r e — < Stndio sulle qnodriche ecc. ; 
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è indÌTldaato un Bistema polare, per modo che al paò dire, che i due concetti 
Bono equivalenti. Cosi pare sono equivalenti i concetti di fascio di polarità e di 
fascio di quadriche, cosicché i teoremi enanciati a), d), e) si possono applicare 
ai fasci e «He coppia di quadriche senz' nitro , alle polarità eingolnri corrispon- 
dendo naturalmente le qaadriehe specìnlizzale, lo spazio singolare di quelle es- 
sendo lo spazio doppio di queste. Si ha cosi una classi ficazioue dei fasci di qua- 
driche, o ciò che è io stesso delle qaartiche (') base di qoelii. 

Dalle cose dette vogliamo trarre il significato dei varii natnerl, che entrano 
nella caratleristtca, conoscendo già il significato degli invarianti assoluti. Consi- 
deriamo per questo dapprima il caso di an fascio elementare di quadriche, di 
un fascio cioè avente la caratteristica: 



KOO...O)k . 

Ohiamatl Aq, A, , ... , A,_, i punti di un quadro caratteristico per Q, abbiamo 
già visto, che ad A,{i=0 ,..., q — 1) corrisponde un' iperpiano per Aj, , A, ,..., A^.^., 

in ciascuna delle polarità del fascio. Sicché indicando al solito con 1^1 il mas- 
simo intero conlenoto In —, rS„, unito dell' S,^., rispetto a ciascuna quadrica 
del fascio ha per polare un £.,. , il oui sostegno passa per i'S^q-, , che per- 
ciò giace sa tutte le qsadriche del fascio, e quindi sulla qnartica base. Anzi sicco- 
me il punto Ag anito ha Io stesso ipei-piano polare rispetto a tutte le quadrlcbe del 
fascio, ae q>\ giacendo esso su tutte quelle quadriche, queste vi si toccano, o 
p6roi6 Afl ò un punto doppio della qnartica. Supponiamo ora dnnqQc 5 > 1 , e 
seghiamo II fascio di qaadricbe con l' iperpiano tangente In A„ a tutte le qua- 
driche del fascio; si otterrà un fascio di quadriche tutte specializzate col punto 
doppio A|). Facendo ora della geometrìa nella stella di centro A,, questo fascio 
ò un fascio di quadriche non tutte specializzate, ed evidentemente ha per carat- 
teristica 

9-1 



[(fio... 0)]^ 



Là retta Aj,A, ha allora lo stesso S,_j polare rispetto a tutti questi coni, ed anzi 
se g— i >l, ossìa g > 2 quosta retta giace su tutti quel coni e quindi questi si 
toccano in tale retta, che perciò è doppia per il cono qnartlco base di quei 
fascio di coni, ossia per il cono V*,,, tangente io Ao alla quartica base del fa- 
scio di quadriche primitivo: so poi y > 3 la A^A, , come abbiamo già detto giace 



sulla quartica. Più In generale se g 6 pari e > 2, l'S. = (A, ... A, V 



unito 



(*) S e g r e , ibidejn , n. 46. 
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per ft è sDlla qnartica ed ha per spazio polare rispetto ad noa qnalnnqae qna- 
drica del fascio si stesso. Se invece q è dispari e>3, Balla qnartica c'è solo 
an Sj^ e l'S, _i polare di esso rispetto ad una qaadi-ica qaalQoque del fascio, 

sempre io stesso, passa per Ì'S,.j. Segando con qoell'Sj^ nna qaadrica qna- 

Innqne del fascio sf ottiene una qaadrica a ^-^ — dimensioni con qnell' 8g_, 

doppio: la sesione dnnqne si rl<]ace a qnell' S,_t doppio ; ciò significa , che 

■'Sf^ (« = 21 + 1 > 8) è doppio per il cono V*,_, tangente in A^ alla, qaartica 

base del fascio (*). 

Nettiamo poi, che da qnanto abbiamo detto nel n. 48 eegne, che si può pren- 
dere il quadro caratteristico in modo, che i'S„_i, ^(A|-,, .... Aj_,) gìac- 

eia par esso sulla qnartica. Siccome poi A, (i = , ... , j - 1) 6 coniugato rispetto a 
ratte la quadriohe del fascio di tatti t punti dell'S,_,s(Ao. .. Ag_(_,A,.(. ..A,_,) 

cosi giace sulla qnartica lo spazio che da A, (t< l-|-l t proietta l'altro spazio 

8,j_^, s{A.j. ...Aj.,.,A^...A,.,). Ma ben più importanza ha lo spazio 

lineare considerato dapprima. 

52. Veniamo ora al caso generale. Prendiamo uno spazio caratteristico di 
fi: ad esso corrisponde lo spazio cai appartengono tatti gli altri spazii carat- 
teristici in tutte ie polarità del fascio; sicché in particolare allo spazio doppio 
di una qnadrica specializzata del fascio , corrisponde uno spazio passante per 
ratti gli apazii caratteristici non passanti per quello spazio doppio (*}. 

Prendiamo ora in considerazione nno speciale dei groppi caratteristici; sia 

(A, -I .ft,^l,...,A,-l)r. 

Intanto tutti i pumi dell' Sj^,, fondamentale, hanno lo stesso ipcrpiano po- 
lare rispetto a tntle le qttadncbe del fascio, quindi i punti di esso, che giacciono 
Bolla qnartica, sono doppil per qnesta. L'S^ ., giace già su una qaadrica del fa- 
scio, quella che lo ha per spazio doppio, onde esso sega la qnartica in una 
\*n -(I che 6 dunque di punti doppi della quartica. D'altra parte lo spazio gto- 

lare di 8^ _i lo uglia uell' S^ _, fondamentale, oode questo è di contatto per 
le qnadriche del fascio, e la V'^-i ^ perciò specializzata con quell' Si., doppio. 



(') Cfr. S e g r e — « Studio sulle qusdrìche ecc. : 
(,*) Cfr. Segre, ibidem, n. 69. 

TOL. ZUT. 
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Vioevena o^i ponto doppio della qnartica si ottimi» cosi, poiché profotUodo da 
esso la qnartloa al ottiene ao cono {*). 

Abbiamo visto, che si possono prendere nello spazio caratteristico corrispon* 
dente al grappo considerato A, — A^ S(, , h^—^t S, , \—h^ Sj , ... , Ap_i— ApS^.^ , hp Sp 
tali, che essi sono ^piti per H ed hanno nn solo punto anito, sono indipendenti, 
e Io spazio polare di uno qualunque di essi (rispetto a tutte le qnadrìche del 
fascio) passa per tutti gli altri. Ne viene^ che dae qnalanqtte di essi sobo coniu- 
gati rispetto a tntte le- quadriche del fascio, e perciò considerati uno spazio li- 
neare eabordin&to dell' tino e uno dell'altro, che appartengano idla qnartica, ss 
questa giace lo spazio cui appartengono quei due' spazii subordinati. Prendendo 
dunque in considerazione in particolare gli spazi! lineari notati nel Dumcro pre- 
cedente si vede, che alla quartica appartiene uno spazio di dimensione: 

Aj + A* + *« + ... + » ry|-l, 

ed il cono V*,_n _-^ (r = h, -i- ftj -h . , . -f Ap — 1) tangente nell'S;, _, doppio alla qnar- 
tica è specializzato 

Ai + A, + A^ + . . . + A „_,, -1- 1 
*l 1 J 

volte. 

Se ci sono più spazii caratteristici, basta, per l'osservazione fatta in princi- 
pio che due qaalanqtte di essi sono coniugati rispetto a tutte le quadriche del fa- 
BciOj sostituire a qnei numeri le sommatorie : 






se la caratteristica è 



(») Cfr. Se gre, ibidem, n. 73. 

(') Per nn esempio di classificazione dì quartiche, quello delle q«ar >» ^ e de li e 
spazio ordinario, rimandiamo al n. 80-91 della memoria più volte citata dal Sagre 
snlle quadriche. 
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M. Come 11 «oaoetto di fascio di potarit& è equivalente « quello di faicio 
di qnadrìche, cosi quello di fascio di aistemi nniU eqaivate al concetto dt fascio 
di complessi lineari. 8i ba cosi nn criterio par ciassiflcare i fasci di complessi 
lineari non* tutti speciali, o quel che è lo stesso le congruenze lineari, per cui 
passano anche complessi non speciali. Accenniamo brevemente alla relazione 
tra la CfU'atteristiGa del fascio di complessi e la congruenza. Se supponiamo dap- 
prima che questa caratteristica sia: 



[(Il . .. 1)1p, 

e chiamiamo A^ , Aj , . . . , A,., , ed A'^ , A', , . . . , A',_, i pnnti di due quadri 
caraiterlBlici di due S^, Indipendenti nelle solite condi;'.ioni vediamo che 

è costitaito di rette tutte della congruenza. Inoltre bq q è dispari > 1 , prendendo 
rS,= /A....A^A',...A'j_,\ 

in esso sono della congruenza tutte le rette, che si appoggiano a qaell'S . , , 

Da ciò si ricava facilmente anche qael che snccede nel caso più generale, 
quando si tenga conto, che presi quegli spazi 3,j_, in modo da aver la decom* 
poBlzione fatta, siccome ad uno qnalnuque di essi corrisponde lo spazio cui ap- 
partengono tntti gli altri, allora le rette che si appoggiano ad nno qualunque 
di quegli spazi! ed allo spazio di appartenenza degli altri sono delta con- 
gruenza. 

54. Nel caso dello spazio ordinario sono possibili solo i due oasi: 

10) |ll]p o [(ll)(ll)]i : la congruenza 6 coititulta da tutte le rette che si 
appoggiano a due date sghembo (direttrici); 

2°) |{ll)]i- o l(ll'I)Ji '• '* congroenza è costituita da »• fasci di raggi coi 
centri su una retta, e coi piani passanti per qnesla. 

Il caso che la caratteristica sia |3)i> corrisponde a quello, che i due com- 
plessi coincidano. Si ottengono cosi dei risultati ben noti , ma che ci è parso 
ntile accennare. 

§ 10. 

Omografie perm«tabiU con una correlaziona involutoria. 

55. Veniamo ora a trattare delle omografie permatablll con un sistema po- 
tare con un sistema nullo noo singolari^ Chiameremo al solito Ù queir omo- 



iy Google 



)( 236 )( 

gr&HA e r la correlazione. Questa intanto gode della solita proprielA che ad ano 
Bpazio iinito per ù fa corrispondere in doppio modo ano spazio pure unito per 
0. Si potranno danqae ripetere in sostanza le considerazioni gìk fatte trattando 
delle correlazioni, e dei fasci di correlazioni involatone. Per consej^iieaza ac- 
cenneremo soltanto le dimostrazioni relatire. 

Intanto essendo l'omografia Q permutabile con una correlazione, gli spazii 
corrispondenti a radici ^±1 dovranno essere a coppie, associati, corrispondenli 
a radici reciproche ('), ed anzi i grappi caratteristici corrispondenti a due spazi! 
associati devono essere ugnali. Di più r deve far'corrìspondere ad ano di que- 
sti epazii associati, ano spazio d' iperpiani passante per tutti gli spazii caratteri- 
stici eccetto quello associato: Invece ad uno dogli spazii caratterìstfci corrispon- 
denti alle radici ± 1 , f a corrispondere uno spazio d' iperpiani passante per tutti 
gii altri spazii caratteristici. Si vede cosi, che ci ai può sempre ridurre al caso 
che ì grappi caratteristici sìen solo due, uguali e corrispondenti a radici recipro- 
che e 4= :!: 1 , uno solo corrispondente ad una di queste dae radici. Notiamo 
sabito, che il caso di -t- 1 non differisce essenzialmente da qaello di — 1 , poIchÈ 
basta cambiare il segno del fattore di proporzionalitìi nelle formale dell'omo- 
grafia per passare da un caso all' altro. 

Ne viene poi che se r è la polarità rispetto alla quadrica Q, gli spazii carat- 
teristici corrispondenti a radici <# ± 1 sono sa Q , e che due spazii caratteristici 
qualunque, se non sono associati, sono coniugati rispetto a Q (*). Se r è il si- 
■stema nollo determinato da nn complesso lineare non speciale C, gli spazii ca- 
ratteristici corrispondenti a radici + ± 1 son tutti di rette del complesso , ed a 
questo appartengono pare tutte le rette che si appoggiano a due spazii caratte- 
ristici non associati. 

Ragionando al solido modo ci sì riduce poi ai tre casi: 
lo) Caratteristica 



[(00...0)(00...0;], [32l.; 

gli spazii caratteristici corrispondono a radici reciproche « ^±1. 
20) Caratteristica 



[(00...0)>o[2],ì 

lo spazio corrisponde ad una delle radici ± 1 
8°) Caratteristica 



[(ll...l)]p Hqq)],. 
lo spazio corrisponde ad una delle radici ± 1. 



(') Con ciò si viene a fissare però a meno di un cambiamento del segno il fat- 
tore di proportionalità nelle formale dell' omografia. 

(*) Cfr. Del Prete — * Le omografie eoe >, a. 19. 
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56. Però non tutti ì caai sono poaeibili: possiamo subito eBcladerne diverél. 
Sapponiamo dapprima, che r sia nn sistema polare. Oseerviamo, cbe in tal 

caso uno spazio unito per Ù taglia Q in nna quadrica, che deve esser lasciata 
renna dall' omografia subordinata da Q in quello spazio. 

Nei secondo del casi di cui sopia bisogna eselodere ora, cbe q sia pari. In- 
fatti indicando con Ag , A, , ... , A,_, i ventici di un quadro caratteristico per Q, al 
vedo subito che ad Aj (i = 0,...,q—l) corrisponde in r Ha Iperpiano per A(,)...,A |.,j 
e cbe perciò, posto g=2l, l'S, = {Aa... A,) è tangente a Q nell'3,_,s(A(,A,...A,_,) 
e non certo in ano spazio di maggior dimensione, cbè altrimenti Q sarebbe spe- 
cializzata. Queirs, sega dunque Q in duo 8,_, distinti per l'Sj,,. Se' dunque in 
S, facciamo della geometria nella stella di centro 8j_,, l'omografla parabolica 
subordinata da Ù tra gli 8|_, di questa stella , lascerebbe ferma una coppia di 
S^, , ciò che è assurdo. 

Invece sempre noli' ipotesi .che r eia un sistema polare, nel terso caso eoo 
un ragionamento perfettamente analogo a quello del n. 32 sì esclude che q sta 
disparì. 

Ne Tiene intanto, che in ciascuno del grnppi caratteristici (di S e g r e) cor- 
rispondenti eventualmente alle radici « 1 , di una omografia permutabile con ooa 
polarità, devono essere in numero pari i divisori pari nguali. 

57. Sapponiamo ora, che r sìa un sistema nullo. Possiamo fare un' osserva- 
zione analoga a quella del n. precedente : se seghiamo C con ano spazio unito 
per ù si ottiene un complesso lineare , che deve esser lasciato fermo dall' omo- 
grafia subordinala da in quello, spazio. 

Allora nel 2o caso possiamo esctadere , che sia q disparì , che altrimenti il 
sistema naiìo sarebbe singolare. Nel 3» caso bisogna escludere invece, ohe sia q 
parì. Infatti indichiamo con Aq,A, ,..., A,_i , e A'o,A', ,..., A',_, 1 punti di due qusr 
dri caratterìstlci per fi in due 8„_, distinti, uniti e con un solo punto anito. Se- 
ghiamo poi con l'B,,_, = (AoA, . . . Aj_,A'|^', . . . A',_(), che 6 untlo per Ù: vi si 
otterrà UD complesso lineare speciale di centro AgA,. Facendo in qaeil'St,., 
della geometrìa nella stella dt centro AgA, , quel complesso dà luogo ad un com- 
plesso lineare non speciale, che deve esser lasciato fermo dall'omografia snboiv 
dinata da tra i piani per A^A,. Segando con un 8t,_5 indipendente da qnell'S, , 
si passa cosi dal caso di q, a quello di 9 — 2. Se dunque fosse q pari proseguendo 
analogamente si arriverebbe al caso, che fosse 9 = 2. Esaminiamo tal caso: per- 
chè non ci si possa ridurre a due S^ , in cui fosse verificato il secondo caso oc- 
corre ohe preso nn 8, unito con un solo punto unito, il fascio di piani corrispon- 
dente in r passi per 11 ponto anito di qudl' S,. Ora ci& non pad essere: si vede 
infatti subito , che l' equazioni di r ed si possono ridurre rispettivamente alla 
forma, eapponendo, che per es. la radice corrispondente sia + 1 , 

oE'o = ir, ol\ ~ ce, dV, = - aj, o5', = — a-o 

e 

ptc'o = X(^ + lXt ¥«'1 = «i po'! = x,-i (laj , px'a = Xt 
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ed unsi, perehA P eia permatabile eoo il, occorre che sìa jt = — X. Ora 1' 8, «e AB 
dove Ae (1,0, 1,0) e Bk (0,1, 0,-1) 6 imita per ù ed ha il eolo pnnto 
aDito A: mentre l'iperpianf^ corrispondente a B in r uon passa per A. Dunque 
non essendo verificata la condieione detta, bisogna escludere il caso di q=3,B 
quindi anche il caso .di q qualunque ma pari , dovendo in questo caso esser 
Teriflcata una condisione analoga a quSlla detta per q = 2, ebb altrimenti ci si 
potrebbe ridurre ad applicare due volte il secondo caso. 

Viene di qa&, che perchè 11 sia permutabile con un sistema nullo in cia- 
scuno dei grappi caratteristici (di Segre) di ù, che corrispondono alle radici 
* 1, devono essere in numero pari i divisori elementari dispari ngoali. 

60. Dobbiamo ora fiir vedere, ohe le condiztoaì dette sopra oltre che nacea- 
sarte sono anche safBcieiitl, per qnesto basterii trovare nei varil easl l' equaslont 
di un sistema polare o nullo permutabile con Q. 

Cominciamo dal primo caso. 

In tale ipotesi prendiamo per i primi q vertici della piramide fondameotale 
i punti di un quadro caratteristico per ft di uno degli gpazii S,^, , e per quelle 
faocie della piramide fondamentale, che passano per quei punti prendiamo poi 
gì' iperpianl di un quadro caratteTistico del £',_, conlagato all'altro B,_,. Le for- 
mule dell' omografia prendono la forma; 

px'(=p'a?( 4- X((i},«, (1=0, . . . , g -2) , ?»',_< ^P'**^»-' 

— a=»7-i-i = P a: ,j_i. , + yj_,x ,j_((i = 1 ,..., q-l),j a;„_, = p x'^^.j. 

Se consideriamo poi la polarità, che cambia A^i = , ... , g - 1) in >m_4.| , dove 
i simboli hanno il solito significato, e che ba per consQgscnza le eqojizioni 

c4'( = «?„.j-. (i = 0,...,2a-l), ' 

si trova che quando sia 

(i, = X, (1=0,..., q — 2), 

essa è permutabile con l'omografia: si noti che ogni polarità permutabile con 
deve portare il quadro caratteristico di 8^_i in un quadro caratteriatlco di £'^, 
onde ci si può sempre ridarre alle formale trovate. Se si trattasse 4i Qu sistema 
nullo, basterebbe prendere quello, che ha per equazioni: 

«5'( = iCja-i_i " 5'n_(-i = -a',{i=tO J - 1). 

Il terzo caso non dtflerisce da questo, altro che per essere p' = ± 1 , poiché 
si possono trovare due S^, uniti per 11 e con un solo punto unito , e ohe da fl 
sono portati rispettivamente noi £, ^ , che li hanno per sostegno. 
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Kel secondo cuo, se t'omof^afla deve lasciar ferma ona qnadrlca deve es- 
lere q = 21+ l. Sì potrebbe dimostrare, ma a noi ciò non Interessa, che conside- 
rata una polarità qnalnnqoe permatabile con Ù si può prendere un qnadro ca- 
ratteristtco Ao,A, ».., i^ di Sì, tale ohe Mila qmàdrloa Q oltre l'S,., ^ <Ao . . . À,,,) 
giaccia anche l'altro 8j_, ^ (A,., . . . À,,). In ogni caso all'eqnazioni di ù bì pnò 
dare la forma: 

pflj'i = x, + aC(^, (( = ... 2/— l) ptc't, = a'«, 

se la radice corrispondente si sappòne essere per ea. =+1 Si trova poi che le 
equazioni della polarità, affinchè qtiesta sia permutabile con Sì devon essere le 
seguenti: 

^^ = <'t.v-^»i-i + ^uti-i+i^ii-i+i + •■• + '^.,ti^tì (i = 0,.,.,t) 

=l( = <»i.M-ia;«.i +«(,«-(*i^«-'*" + ■■■ + '^1.1^1 (i = l+l,...,'ili 

dorè per es. sapposto aj| =:(—l/-2 occorre e basta, che sìa: 

''.■,>i-( = (-l)'-2 Ci = O,...,20 «1.,+ii = C- 1)'+* (*=l,...,0 

«* + «(.«-1 + OW3-1 = (»' *= , . . . , f - 1 , ft= 2* - i -1- 1 , . . . , 20 a„ = a„. 

Dna cosa analoga ai trova nel caso, che r sia trti vistema nullo, e cfttfndT q 
pari: ma su oW non ei soITn-miamo alterlormenie, non avendo Impoftsnz* ?a fbrma 
delle equazioni, ma solo il fatto dell' esIsKDBa delle polarità, o siatemi nolfl, per- 
moiabili con 0, e noi abbiamo trovato effettivamente nna di queste polarità, o 
sistemi nnlli. 

Abbiamo dnnqne it teorema di Frobenina ('): 

Condissiont necesaaria 6 st^ctente, tifflnckè un' omografia non tingolare la$ci 
ftrma una quadrica "(«» complesso lineare) non apeeializzata , È che i gruppi 
coruUsrifticì «isno a coppie uguali e oori'itpoaaenti a rmiiei raeipì-oche , Mtv* 
1 gruppi corrispondenti eventualmente atte radici ± 1 , i» oàmcuna iwi quah perS 
dtoono estere in numero pari i divisori elementari uguali ad «no sttMO «Mnero 
pari {impari), supponendo naturalmente la caratteristica scritta colla notazione 
di Segre. 

Firenze, li .28 Febbraio 1966. 



(^ M n » h , op. ott. , pag;. 
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SULL' ESPRESSIONE MEDIANTE SPÌNTE DI ALCUNI COVARIANTI 
DEL TERZO GRADO NEL CAMPO BINARIO 

NOTA 

DEL 

Dott. ORESTE CHIOMIO 



1. Siano sei campo binario: 

tre forme fondamentali qoalnaqne. 

Incominciamo col trovare l'espressione simbolica del covariante ((/ , 9)' , ^)\ 
oBBondo (f , 7)' la f"° spinta di f sn 7, oìoi : 

È noto che: 

((/■, f)', t)« = \a'U<tya.'-b.'-'„,'\\„ 

dove fi è 11 noto operatore di Cayley, diviso per il prodotto del gradi rispetto 
ad u; ed y della funzione sa cai si opera. 
Dimostreremo che : 

fl'|(o4)'o.-V-'«/l = • 

dora abbiamo introdotto il simbolo m^ per rappresentare ii prodotto di k fattori 
consecntlvi e decrescenti a partire da m, cioi : 

»'= m{m - l)(m - i!) . . . (m - * + 1). 

Poiché ia formola (1) si veriBca facilmente per 1 primi vaiori. di k, per di- 
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loMinrìs nella saa generalità bnaierA dimostrare ctae se eeaa è vera per an oerto 
valore di k sarà ancbe vera pel valore k+ 1. 

Supposta quindi vera la (1), applichiamo ad essa l'operatore il. Abbiamo: 

Dalla prima sommatoria del secondo membro portiamo fuori il primo ter- 
mioe, corrispondente nd r = 0, e dalla seconda, dopo aver cambiato k lu k—l 
portiamo fuori l'nlrjmo termine, corrispondente ad r=:it4-l. Risulta; 



(ab)' 



Mm - f)'"(ii<;)'*'»,— '-*-' V''»"^'"' + 



(»H-»-2()f"( 
+ (» - .■)'"(6c)'"o."- V'''"' «/■'"' + 

+ Z e r ') (•» - "'^<» - >•)"(«)•*'-'(»«)'",-'-'-;*'»."-'-'«/"*" ' 
od anche : 

" ' 1-0 

Resta con ciò diincstrato che la formula (1) k ^onerato, e dn essa si deduco: 

((/,5)',«' = 

forinola che dA la richiesta espressione simbolica del covariante ((f , ^)' , ^)*, o 
che si paò anche mettere sotto la forma; 

(V , •)' , ♦)" = W'".'""''' ''' 11 I („ _ ,-,(„,)j, + („ _ i)iicìa,] ' 
{m-n- 20* 
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convenendo di eseguirò la potenza i"° del binomio del secondo membro cofiic 
se si lratta£se dell'ordiusrla potenza, ed eseguendo f>oi la jtotcnza k'*" di un pro- 
dotto della forma c{pq)s^ , dove e rappresenta un fattore numerico e p , 9 ,* 
delle serie di simboli, con la forniola: 

2. Esaminiamo in quali casi il covariante (2) si ridoce ad un invariante. Po- 
eta la condizione che il suo ordine sia zero, sj trova cba d«ve essere: 



e la (2) diventa: (•) 

(3) (ir : tf^-^y = {abr^'~{ac)^''~{bc{~' 

Possiamo anzi affermare che questo 6 l'anico invariante di terzo grado delle 
tre forme fondamentali date. Infatti la espressione generale di tale Invariante 

è iabf' (acf' (pcf' , dove : 

r, + r, = m r, + f, = n r, + r^^p 

dalle quali equazioni risulta : 

m+n-p _m4p-n n+p— m 



La (3) ci Ai», poi J'espressione dell'invariante mediante spinte. 

Osserviamo poi che dovendo essere »( + ii-j>,m+p— n,» + j»-»n del 
numeri positivi e pan , i tre ordini m',n,p debbono essere tali che ciascon di 
essi non superi la somma degli altri dae (e basta die questa condizione sia veri- 
ficata- per il maggiore dei tre ordini); inoltre essi debbono essero o taui pari 
oppure uno pari e gli altri due dispari. Dunque: 

l^rchè tre forme binarie ammettano invarianti di terzo grado i necessario 
e tvfficiente che i loro ordini todditfino alle seguenti condizioni : 
1." Ciatcuno non superi la somma degli altri due; 
2.0 Siano tutti « tre pari, oppure uno pari e gli altri due dispari. 

Soddisfatte queste condizioni l' invariante è unico. 



9 dette sostituzioni il coefficiente numerico prende la forma 



Vi»; IP 



dove X + if - p. FA k facile vedere elio in tal caso detto coefficrente si riihice al- 
l' uniti. 
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Quands le tre forme bobo eKO^i.Ja (3) diventa: 

con la condizione che m eia pari. iDoltre perche l' invariante non ai annulli ìden- 
tic&mente oucorrc die m sia maltiplo di 4 ('). 

3. La forinola ('2) semplificata ci dA lo sviluppo richiesto in serie di spinte 
di nua classe di covariitnti. Prima però dobbiamo notare alcune proprietà 
della potenza fc"" elio ci occorreranno in seguito, od espresse dalle seguenti 
formo le : 

(5) (m - »)^ = 2] (- ^>' (r) ™''~^" + »■ - ir 

(6) m*=>](-ir'(*";:^)('»-»-)* 

l'altima delle qoali si pnò mettere anche sotto la torma: 

Queste formole si dìmosirano facilmente col metodo d'induzione; perciò ci lltui- 
tercino a dimosirarc In prim» di esse. Ammessa come vera la (4), abbiamo : 

{m + «ira = (m - i + r t » - r)2 (') »'^»' 

=|;(j)„.f^'»'.|;(j)™«-„'-^ 



Ncilla seconda soininntorin cambiamo r in r— 1 e da essa portiamo fuori l'ul- 



(') "Vfldi la mia nota: Covariattti ed invarianti di 4° e 5" grado nel campo 
Urnario; I, § 2 (Giornale di matematiche, 1905). 
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timo termine , mentre dalla i>riRia sommatoria portiamo fborì U primo termine. 
Risalta ; 

ed infine : 

Con ciò resta dimostrala la (4). 

4. PaBsiamo ora a semplificare la formola (2<, eliminando da essala paren- 
tesi (bc) mediante la formola : 

che si deduce dalla nota formola foudamentale: 

{bc)a^ = [ac,b^ + (.ba)c^. 
SostitoeDdo nella (2), qaesu diventa: 

=<;r^i;ji|(;:)i»-''^(»-o'".--'-'^"-'-'«.'-'|(:,K-)'-wv-v 

od anche : 

((/■,»)',+)"= 

-- '""'^. S S(')(:)C» -■)'=^(»-'fM'-(''«)-«.-'-VT'-e,-'" 
(m+ n -2()*~ "^ '^ ' 

dove nel secondo membro ei deve dare ad r mi valore (junlunqne intoro da 
a i, e per ogni valore di r bisog^na poi far viirinn! < da fimi al valore con- 
siderato di r. Invertendo però l'ordine delle sommiiCorio si può anche attribuii'e 
prima ad » an valore qualanc|no da a fc, o per ciascnn valore di B far variare 
r da ( a it. Sarà cioè : 






-j5](- l)'(«c)'-(«!.)"a,-'-V-'-«.'^"|;(')(r)(" - •V^(»-'l 
DigilizeobyGoOgIC 



doro la 8omraatorÌA rispetto ad r si calcola facilmente. CarnhiRiido infatti r in 
r + f si ba: 

e per la (4): 

Qaindi : 
(7) (f/-. 9)'. *)*= y ( - 1)^(;) ^"~ *^' - (aft)'*'(«c}*-«^-'-X'-'-V,'-*^' 

formoia che di l'espressione simbolica più semplice per it corariante ( (/* r ?)' , «l'i*. 

5. Da qoest' nltima forinola si ottiene facilmente lo Bvilappo in serie di spinto 
di alcant covarianti. Incominciando infatti a porre A: = 1 nella (7) si ba : 



Facciamo poi ft = 2. RIsuJU: 

((/'.r)',4')" = (a6)'(ar.)*o,"-'-»6,"-'c„' 

(9) 

+ —L " " * '* (n6)'-"o,"-^-'ft^'-i-'c/ 

Il secondo termine del secon<lo membro si esprimo con spinte mediante la 
(8), per coi risalta : 

(9) {a6)'(ac)»a.-'-'6.-'<^x'"* = 

in. \ n-li (m+ n-2i- Ij» 

In mòdo analogo, facondo fc = 3 nella (7) e servendosi delle St t^ (9} si 
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trova: 




(o6)'(ac)X"- 


-'»,-'=." = ((/,»)'. «"• + J^ir^iff' i)"'S' + 




, '<»-"' ,f^.i'"iri '""''' 




'(m + »-«_l,l"^'" *^™ + »-2.-2/ 



= (/•,?)■"♦■ 

(Hit n - 2i - 2/ 
Si prevede era che le generate sarà : 



(A) (. 



' ' ,4iW(„ + „_2,_r t 1)' 

Poiché questa for»ola é aeat» dimostrata per i prteìi varori di k, per dimo- 
strarla nella saa generatiti ci serviremo ancora del metodo induttivo. Supponia- 
mo quindi che sia: 



(10) 



J^/t-.x (j:^^ __ ,,.)._ 



per tutti i valori interi e positivi di t , e per s = k,k-l,...,2,l. Dimostre- 
remo che 1a (10) sari anche rem per a = 6, ossia che b reca In (A)i Inratti 
dalla (7) si ba : 



CO-, 



S*, ^'^ {m + n - 2i)' 

o nel eecondo membro non compnrbcono che covarianti in cui 1' espoaente di 
(ac) è minore di fc e pei quali vale In (10). Sostimendo si ba: 

(a6)'(ac)*a„"-'-V"'<=.'"* = {'/'- <p)' , *}* +" 

Nella sommatoria rispetto ad r cambiamo r in r — s , ed invertiamo poi l'iirdino 
delle sommatorie. Abbiamo : 



(a5)'(a.)«a,"-"l.,»-'«."-» = ((/•, ,)' , t,' t 



(11) 



-|;(J)(»-.T((f, »)'•', «"-gj-;^ 



-"•(:)■ 



-«OHml-n-ai-.-rtl)'-" 
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E la sommatorin rispetto ad • si oaJcola sabito. Inhid : 

^ (m+M-2i)'{m+»)-2i-«-r+l)'-' ^^ (m+n— 2i)'~' (m+H -2('- r+1/ 

ed essendo in viriti della 6): 

risalta : 

^{m + n — ■2i)'{m + n~2i^t-r+ !}'-• {m -t- n - 'Ji - r + if 
QuJDdi la (11) si ridnce alla formula (A) che votcvaiuo dimostrare. 
6. Polebè è evidenie che si ha anche: 

(«6)'(ae, V-'- '»."-'«■"' = y (^) '-^^-!^ ^ ( (/• , «"" , »)'-' 

confrontando con la (A) risalta : 



(B) 



= y (' ) !£::«! ((/ , «■•' , ,)- 



relazione Identica tra spinte binarie del terzo grado , e dalla qnale si possono 
dedurre particolari relazioni dando a A ed r del valori s|»ecìa1i. 
Facendo p. ee. i' = sì ha : 

tr? , t)* = (r, *)* ■ f - y(l) "' . Hf, <if, 4)^ 

rzi^ ' (m-i-n-r+ 1/ 

relazione che dà l'espressione delle eccessive spinte del prodotto di dne forme 
sa una terza, mediante spinte. In p«rtie«1are, per k -■: l , si ha: 

oi Miche ; 
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Confrontando queste due espressioni risalta la relazione ('}: 

mediante la quale si può avere per Ifif , 4>) una terza espressione : 



che è quella cbe risalta dnlln regola nota (*) che dà la prima spinta tra due pro- 
dotti di forme fondamentali : 

Se si suppone f = ^ = ^ e si pone nella (B; 1 = 2, ai ottiene la formola che 
dà le successive spinte della forma / sulla sua essiana : 



(H,r)» = co',r)*/T' + 



*-((f,r>''"f) + 



2[-im - 2fc 






7. Notiamo Infine comò dalla (B) si possano anche arere delle relazioni tra 
spinte di grado superiore al terzo. Considerando p. es. quattro forme fandamen- 
^" f\ tft ) f» > f*. degli ordini m ,n ,p , q e facendo nella (E) ; 

f=r, , »=/■. . t=(A,W 

si ha: 

is; \'' (m + » - 2i - !■ t ir 

Per fare un' applicazione di questa formola facciamo in essa fe =: i= 1 , sup- 
ponendo f^= ff = f^ = f^^,l^'2. Risulta: 

Il prof. Malsano nella sua memoria "La tealicn binaria „ (^ trova: 



T^if.nr. 



-2) 



'^■«'■■"3(5;rr^<^'«*^ 



la quale formola k anche data dal U a i s a n o nella sua citató Memoria. 



(*) Qaeata relazione risulta anche rialla formola (4) della mìa Nota " Sopra al- 
cune TtlatioHÌ identiche tra speciali covarianti „ (Giornale di Matematiche, luglio 1904) 
facendo r = I , n = 4, /,=/,/, = /"^s (p ,/j = i{(. 

{*) Vedi p. es. Capelli: "Lezioni sulla teoria delle forme algebriche „. 

(') Memorie dell'Accademia dei Lincei. Voi, 19. 
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SDLIE KQUAZIONl NORMALI DI 6* GRADO 

MOTA 

DEL 

Oott. GIULIO DARBr 



È noto che nn' equazione normale (') di 6° grado è risolubile per radicali (*), 
essendo l' ordine del ano gmppo di G a 1 o i a ugnale al prodotto di due fattori 
primi. 

Nella presente memoria, dimostro clie le radici di un'equazione normale di 
6° grado, ìrredultibile in un certo eampo E di razionalità a cui appartengono i 
sQoi coeffloienii^ sono funzioni razionali in K delle radici di un'equazione 

x" + ajr* f bx* + e = , 

ove a, b, e sono nnmeri del campo K. 

Determino inoltre la forma di queste funzioni, per giungere ad alcuni risul- 
tAti esposti nelle pagine che seguono. 

Sopponendo che il campo K di razìonalil& non contenga le radici dell'equa- 
zione della divisione del cercliio in tre parti ugnali, faccio delle eqnazioni nor- 
mali di C» grado la seguerte classificflzione: 

l." eqnazioni normali, fra le cui rndici esiste una ruinzionc del tipo 

ir, + Xp + .T^ = m 

2.C equazioni normali, fra le cni radici esisto una relazione d:;! tipo 

' . r, + ffa = '» 



(') Chiamiamo normale nn'equasione di cui tutte le radici si ponsono espri- 
mere razionalmente per mexxo di una di esse (Cfr. Weber, Lehrbuch der Alge- 
bra. 1895). 

{*j Cfr. Luigi Bianchi "Teoria dei Qrappi di sostituzioni e delle equa- 
»0DÌ algebriche secondo <i)a]ois„ 1899, pag. 65. v 

VOL. XLIT, SS 
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3.° equazioni norinali, fra le cui radici non caisic iilcuua delle precedenti 
relazioni 

(essendo a ,^ ,t indici interi differenti fra loro e compresi fra i nnnieri ano e 
Bei; m ,n sono numeri appartenenti a E). 

A cioecnno dì quei ire casi corrisponde una categoria d! equazioni che go- 
dono di alcune proprìctli, le quali formano oggetto della presente nota. 

Infine, mi occupo anche del caso In cui il campo E contengale radici del- 
l' equazione 

i« 48+ 1=0, 

moatr^Ddo quali altre relazioni lineari con coefficienti in E possono aver laogo 
fra le radici, -e 1 vantaggi ohe se ne traggono per la risoluzione delie equazioni 
normali di 6° grado. 



1. Abbiasi l'equazione normale di 6° grado 

(1) 30* + px^ + qx* + ras» H- ra* 4 tx + UssO, 

essendo p , q ,r , $ ,t ,u numeri del campo K di razionalitft, in cui sttpponismo 
ìrridacibile la (1). 

Sappiamo che il gruppo dì Galois dell'equazione data, ha l'ordine ngnale 
al grado di questa, e quindi contiene dei sottograppi di 2o ordine ed uno solo 
di 3° (*) ordine, che Indicheremo con (H). 

Denotate con ir, , oCf , Xg , sr^ , % , iVe le radici della (1) , il gruppo di Q a- 
lois può essere rappresentato dalle sostituzioni seguenii, il cui insieme deno- 
teremo con (Q); 

(se, X, Xi)(_Xt Xs Xg) , (aj, .tj x,Kcc« ace ""i) t 

(Q) = (ari <»*)(*» ^a>(^ 3Bs) > (^t a'sK^'i ^^)^^a »•) ) 

((Ci Xt)(x, iBjXajg Xt),l, 

oppure può essere costituito dalle potenze di una stessa Boatltnzione circo- 
lare, cio6: 

(C) = S = («, aj, X, Xi (Ci ajg) , S" , S* , S* , S' , 8» = 1. 

Considerando l'espressione 

y, = Xi - a;, , 



(') .Cfr. Bianchì Luigi citata opera pag. 
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ed applicnndo ad essa le sostituzioni di ano qn&lanquo dei menzionati g^rnppl 
etss si cambia nelle segaentl altre eepreasioni: 

y, = oc, - x^ 

y, = 3C, - aij 

(2) 

I/j = ars - JT, 

delle quali le prime ire ngaagtiano in valore assolalo le rimanenti. Dico che 
le (3) sono differenti in valore namerìco. Anzitutto non pDò esaere l/i==j/4, nb 
Vt-Vs ° ì/i=ìfs> giAccfafe nna qnalunqiie di qneete agiia|:lianze ci condurrebbe 
ad ammetìero nell' equazione proposta delle radici mullipie, in eontraildieione con 
l'ipotesi fatta circa l' irreduitibilJtà della (1). L' uguag^lianza dì due qualunque 
altre y ci porta alle segucnii relazioni: 

x^ - Xi = iO) — Kj = ajj — iTg , 

K il gruppo di GaloÌB delia (1) è (O), e nelle altre 

X, — a;^ = Xg - iFg = Xj — X, , 

Bc il gruppo di G al o i s della (1) è (C). 
Io ogni caso si scorge che l'espressione 

rimanendo inalterata nei buo valore numerico dalle sostituzioni del sottogruppo 
t,U) di 30 ordine appartenente ad uno dei gruppi (G), (C), test6 definiti, 6 radice 
<ll no' equazione di 2" grado 



meodo a un numero del campo K di razionalità. 

Aggiungendo a K nna delle radici della precedente equazione binomia. sap- 
piamo ()) che il groppo di G a 1 i s dell' equazione data (I) si riduce ad (H), 



(') Cfr. Bianchi Luigi opera citata pag. 152. 
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e qolBdi qnesta ei spezza in doe fattori 

?CiP I y,) , ^(x , y,) , 

ciascnno di 3° grado, irrldaclbili in (K , j/,}. 
Neil' equazione 

9taJ,ff,)T(a!,-i/,) = 0, 

com' è facile vedere, i coefficienti di x sono funzioni Bimmetrictie delle radici 
dell' equazione 



e perciò sono nnmeri del campo K. 

Il grappo (R) di 3" ordine , se appartenente a (G) è definito dalle sosti- 
tazioni 

(X, it, Xi)iXt Xs OJg) , (a, «a X,){ '4 X, JJj) , 1. 

Se invece è appartenente al grappo ciclico (C), b ugaale alle Bostitazioni 

{as, ar, x^Kx, cct ajg) , (x, aj, x,)(w, x, x,) , l. 

la ogni caso, come vedesi, non scambia la radice x, in as^ , né CCj in Xg o 
X| In Xf 

CODsideFiamo l'equasione In x 

e supponiamo cbe sia soddisfatta dalla radice x^. 

Essendo y, = a;, - x^ e quindi it, = x^ + y^ , possiamo nella precedente equa- 
zione in luogo di X, porre x^ + [fj. Sì ha: 

'«(x^ + Vi.yiì^O. 
L' equazione in x 

essendo soddisfatta dalla radice x, dell'equazione 

?{a!,-y,) = 0, 

deve ammettere anche le rimanenti radici df questa , e quindi coincidere 
con essa. 

Il simbolo <f(x , y), denotando una funzione razionale di 3<> grado in a; e dì 
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1« in y, ha la segaente espressione: 

<i{a! , Vi) = a;» f a V + ^^i) + a^c 4 dy,i * e + fy, = 0, 

ove a,b,c sono aaméri del campo K. 
Dalla precedente equazione si ricara: 

fix , - ffi) = x" + ir' {o - In/i) + ■■^{c - rfj/i) -h e--fy,=0 

?(« + Vi I y.) = a:* + x'[y,(3 + &) + a] +ai[y,»r3 + 2fi) t l/,'2rt t d) + «! + ?(y,) ^ 0, 

indicando ^(Vi) il simbolo di una fanzione razionale intera di t/, con coefficienti 
appartenenti a K. 

ngoagtiaodo i coefficienti delle potenze simili di a; nelle due precedenti eqna> 
lioni, si ha: 

o-fty, - y,(3 + 6) + o 

(3) 

e - dy, = y,*(3 + 2ii) + y,(2a t d) f e. 

Essendo y,^0, dalla prima delie (3J si ricava: 



Sostftaendo questo valore di b nell'altra, si ha: 



-m^ 



x,—Xi= nomerò del campo K. 

Ciò è impossibile, perchè, applicando aila precedente relaziono 1» sosiìtu- 
zione del 2° ordine del grappo di Oalois, la quale scambia x, In ìC^, si 
avrebbe: 



al, = cc^ 

in contraddizione con la supposta irridncibilitA della (11. 

Da qaanto abbiamo detto, si ricava, che le {2) sono radici di un'equazione 
di 6» grado, irrednitibile in K, della forma: 

(4) y' + aff* + 6y'-t c = 0, 

essendo a, b, e numeri del campo K. 
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Dal procedimento tesrè tenuto, el deduce, cbe la precedeste eqnazione in y 
è normale come la' proposta, e le radici di questa sono quindi fanzioni razionali 
delle radici della trasformata. 

Onde, esBendo la (4) risolubile per radicali, altrettanto accade della (1), come 
era da prevedere, 

Determiniamo la forma di queste funzioni razionali 

Notando che: 

Vi = - y* ; »! = - ys ; ffa = - Va . 

si ha : 

0!, = Ay,* + By* + Gy," + Dy* + Ey, + F 

aj, = Ay,* + Bi/,* + Cy,' + Dy,- + Ey, + F 

X, = Ay,' -1- By,* + Cy,^ + Dy^» + Ey^ + F 

ir» = - Ay.s + By,* - Cy,» + Dy,* - Ey. + F 

jTj = - Ay," + By,* - Cv,* + Dy,» - Ey, + P 

»« = - Ay,' + By,* - Cy,* + Dy.» - Ey, + F , 

essendo A , B , C , D , E , F numeri del campo E. 
Dalle precedenti relazioni, tenuto conto che 

y, = X, - a^ ^ 
si ricava: 

SAy," + 2Cy,'' + (2E - lly, = , 
cioè : 

A = C = ; E = i. 

Quindi, le funzioni di Vi iVt tVt tVitìtii Vt ^^^ doSniscono le radici del- 
l' equazione normale propoela, sono della seguente forma: 

0*1 = By,* + Dy,» -t- — y, + P 
a-, = By,* + Dy,« + y y, + F 
''■« = By»* + Dyj» + -^ya + P 



(6) 



a=4 = By.* + Dy.'--^y, f F 
Kj = By,* + Dv,' - y y, + F 
3-, = Bi/s' + Dy,' - i y, + F. 
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2. Dopo qnanto ai è detto, possiamo enuDciare 11 aegaente teorema^ 

( Le Tadici di vn'equaeione normale di 6° grado , irrednttibfle in «n certo 
campo K di razionalità a evi appartengono i tuoi coefflcienti, sono funzioni ra- 
zionaìi in K del tipo (5) delle radici di un' equazione della forma : 

y* + ay*+ by* K e =0, 

tttendo a, b, e, numeri del campo K». 

3. Sapponiamo cbe il gruppo di G a 1 o i g deH'cqDazione proposta sia il gruppo 
(G), definito dalle sostiinzioni: 

(a-, tr^ 7a){o\ x^ x,) , ix, or, x^XWt cr^ a^ , 

(oc, sei){Xi a oXa?, a-f) , <x. a-jX"'» x^(Xf ocgì , 

(ir, Xg)(3c, x^VXt x«) , 1 , 

e che fra le radici della (1) abbia luogo una relazione lineare cob coefficienti 
apparienent! a K. Questa , com' è facile vedere , pnò sempre ridarai alla forma 
oiDogeDca : 

(6) a^ fl", 4 Og ìT, -t n, jr, ^ a^ a•^■^ a^it,^-^^ 0^X^ = , 

in cai «1 I <'t > ''s ) "4 > "t I "e ^°^° namcri del campo E di raKÌODalità, non tutti 
nDlti. 

Applicando alla (6) le Boetiinzioni del sottograppo (H), cioè: 

{x^ a-f Xi'i(x, Xj Xf) , lai, Xg Xj){xt Xe «g) , l , 

si hanno tre relazioni, che, somniate fra loro, conducono alla seguente agaa- 



(6)' S "< ' 2-"' = "" 2 **' ■ 2 ^'■■ 



Senza ledere le generalità, possiamo sapporre che il coefficiente del i" ter- 
mine dell'equazione data sia diverso da zero. 

È facile vedere che, per essere normale il grappo dell' equazione proposta, 
applicando alla (6) le sostita^ioni di (0-), e sommando le sei relazioni ottenute, 
3Ì ha: 



Onde, la (6) si può scrivere cosi : 

{-3 {-9 f-J fsS 
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Dalla precedente relazione, supponendo che sia: 
ricava: 
Ammettiamo ora che si abbia: 



2"' = £•*' = 



Applichiamo alla (6) le eoatltuzloni del 3» ordine del grappo (G), e ciascuna 
relazione ottenuta sommiamoli) con la (6). 81 hanno cosi tre naove relazioni, 
dalle qnali, operando con le sostituzioni del sotiogmppo (H), se ne ricavano al- 
tre sei. 

Abbiamo danque : 

{a, + aj(a-, f a-,) 4 (a, 4 Og) l, 4 iC,) t (a, + a^Xx, + aj = 
(n, 4 ««){--r, + a-j) + (a, + ae)(Xj + a^ì + {a^ + a^){iF, + or,) = 
(n, 1 «J(a', 4 Xt) 4 (rt, + (ij)(x, 4 Tj) 4 'dj 4 Os)(a', 4 J" J = 
(», 4 flsHKi + ajj) + («t + a,)(fl;, 4 x.) 4 (a, + ae){Xt + J»,) = 
(7) (a, 4 rtjXa-, 4 fl-e> 4 (a, + «i)(^s + ^i) + ("j + ''6){-». + a?*) = 

(<T. 4 «5)(a:a 4 irj 4 (a, 4 o,)(3C, -< j-jl 4 (o, 4 ag)^, H- Xj) = 
(«i + OgY.^i + ^s) + (Of + "sX^i + aio) 4 (Pa 4 at){Xi 4 arj = 

(a, + OflXiCi + o;,) + (a, 4 <ti,)(ccg + Xg) 4 (oj + <i«)(a;, + ajj) = 

(a, 4 (ifl)(Xi 4 ìTj) 4 (a, 4- as)(it, 4 X^) + (a, 4 a4){a!, 4 JJ^) = 0. 

Consideriamo una qualunque dello (7), per esemplo la prima. È facile ve- 
dere elle le espressioni Xi + x^ , w^ i- COf , iXj + x^ , che in essa figurano, non pos- 
SODO essere numeri del campo E. 
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liiraiii, se si avesse; 

a*, + 3-4 = fl ; Wi \ Xi-b ; x^ + x^-c, 

indicando a ,b ,c , nniucri del cimpo K, si. ricaverebbe, applicando alto pre- 
cedenti relazioni le sostituzioni di (H): 

a:, + x^ = 07, + Xs = Ej + ^B = " 

CTf 1- iTg = flCj + a^ = r, ^ jjj = & 

ìTj + Xj = PS. + Xg - J-, + ic, = e. 



Tentilo conto che 



2:'.= 



a;, -I- X4 - », f ÌC5 - ir, f a-o = 
- «j + ap( = J's I- a;^ = a;, + ajj = ■ 
= Xj + Xj = a:, + a>« = aij + x^. 

Ciò importerebbe l'ef^uitgllnnzn fra ic radici dell'equazione data, in con- 
iraOdisione con la sappostn inedultibiliiA di questa. Considerando due delle (T) 
e la noia relnzionc: 

T]a:. = P< 
si ha: 

(a, + n^Yv^ + 3-4) + (<T, + «oXx, -t Xg) + fflj ^ flaXaTj + Xj) = 
(n, ^ ns)'a-, + J;*) Kn , + (is)(ir, + x^) + (a, + a J(3c, + a-J = 
Wiè- BC-^-V ITj + Xe + Xj + (Tj = 0. 

Avendo dimostrato che le (impressioni: 

e, + X, , X( + aJj ; a'a + ij 
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non SODO numeri del campo K, deve essere nullo il determlnAnte: 

1 a^ a, + «( o, + oj 

+ ttf a, + Oj «i t a^ 

i I 1 



cÌo6, notando cbe 



si deve avere : 



2«<=o, 



D = =0. 

1 Oj + Og a, + flj I 

Svilnppatido II precedente detemiinflnte, si riCHva: 

(i,(i( + a^a^ + a,(T4 + a^* — a,* — fljdg — «jWj — Oja^ = 0. 

Avendo Bopposto che 



(8) 



("1 *-* 



ei deduce dalle precedenti ngnaglianze: 

Con un procedimento analogo, sì possono avere altre relazioni fra i coeffi- 
cienti a, , (!( , a, , a, , Oj , flg , le quali possiamo dednrre direttamente dalla (9) 
ponendo mente alle (8). 

SI ha danqne : 

o,<i, - flj' = (i,a, '- e,* = 0,0) — a,* = 

(9)' 

— "«"s ~ Og' = djffg — o,' = (i^a, — Oj*. 

SoBtItaiamo nella (6) ai coefficienti a, , a^ le espressioni - (a, + 0^),- (a^ -f a^) 
ad esse rispettivamenie nguali, a causa delle (8). 
La (6) diventa: 

a,(x, - a;,) + a,(^t - x,) + a^ix^ - a,) + ajCa-j - j:,) = 0. 
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Ponendo : 

y, = J-, - X, 

y, = ar, - a;, 

Ss = a;, - j, 
(10) 

y* = »* - *5 

yj = ars - »• 
y, = «« - a:» , 
la precedente relazione sì può scrivere: 

'11) OiVi - Crf» + ".iWi - "*y« = 0- 

Se foBse: 

Vi - yi . 
li ricaTerebbe: 

(12) 2aj, =a:, 4 Xj. 

Applicando a questa relazione la sostituzione di (0), {w,a;^)(SB,atf){XfX^), 
si avrebbe: 

2aTt = a;, + Wy 
Sommiiiido le due precedenti relazioni, ai ba: 

e quindi: 

a;, + J!^ = a, + Xg = a-, + aig = - -|-. 

Operando «alla (12> con le aostitazionì: 
si perviene alle ngaaglianze: 



x,-i Xi = cc, + Xt = a-, +«4 - - 



35, + «g = a:, + x* = ir, T Xj = 
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le quali ci condnrrebbero ad ammettere netl' equazione ditta (L) delle radici mnl- 
tiple, in contraddizioue con la sapposta irriducibili là di essa. 

Nello sieeso modo si dimostra che non può essere y, =pg né y, -|/»- 

Supponiamo invece che si abbia: 



eioè; 



»! = y* . 
j-j - Xj = X, - x^. 
Operando Bulla precedente relazione con le sostituzioni di (O), sì ha: 

3Jj — iCi = X^ — iTi , 

ossia : 

P 

x, + Xi = x^-\- a\ - Xi V T^ = — — . 

Ciò vuol dire che il primo membro dell'equazione data (I) si pub mettere 
sotto forma dì funzione di funzione ('}. 

Ammettendo che non abbia luogo una relazione fra le radici della (t) del 
tipo precedente, l'equazione che ha per radici le (10) è irriducibile in K ed è 
normikle come la proposta, per essere il suo gruppo di Galois in isomorflsroo 
oloedrico con quello della (1). 

Tenendo per la (11) l'identico procedimento usato per la (6), il quale ci ha 
condotti alle (7i, avremo il seguente sistema di uguaglianze, del tutto analogo 
all'altro (7), cioè: 

«l'yi + 1/ù - «<(j'ì + ffs) + («5 - «ìKì's + Vs» - 

«i'5s + Vs^ ' «tCVi + V;) + (fls - "ìHy. + yj = 
i)(yi + Ps) - («« + "aXì/s -H/e) =0 

(7/ (a. + «a)(yt + y«ì - («» + a,)'}/i + tf*) =0 

+ «sìCffj + ffJ - («» + f.Hy, + !/>,) =■ 

- a^{t/i + j/g) + a.,{y, + y^) - a^it/g 1- ^4) = 

- «4)(j'» + Vt) + "-.(ys + y») - «/y. ^ y^) = o 

- ''*)(y» + ys* + '»s(yi + Va"^ - "l'Vt + y»' = o. 



(') Cfr. Capelli — Sulla riduttibilìtà delle equazioni algebriche — Rendici 
della Reale Accademia di Napoli. 
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Conslderaodo dne delle (7;' e la relazione: 



2tfi = 0, 



- ("i + "*)<!/, + ff4> + («t + «sl(ff» + ?•) =0 

■ Pi + y* + yi + y<. + ?» + ye = o. 

Il detertniDante: 

o. - «4 («s - a») 



D = 



-K + a,) {«, + «j) 



1 



1 



deve essere natio, perchè, se fosse diverso da zero si avrebbero le segoentl 
uguaglianze: 



tfi + ^4 ^ ff» + ya = ys + yj == , 



e quindi: 



yi + y* = y» + ya = ys + ye = 
= yj + y« = y» + y4 = yi + ys = 
= y» + yj = yi + fffl = yi + y* = 0. 

Ci6 è impoBsibile, avendo sappoeto che l'eqnazionej avente per radici 

y. > fi ' Vs * ^4 > Vi . t/< ' 

è irridnoibile. 
Onde, 8iir&: 



D' = 0, 



cioè : 



(a, - a,)[- {a, + a^) - (a, f a^)] - [o,(a, 4 %> - fl,(a, + a,)J = 0. 
Sviluppando lo parentesi e riducondo ì termini eimili, si ha : 
(13) — 2a,rt3 — a^oj + a^a, + a,' + a,* - Oj' - a,» = 
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le qoali ci condurrebbero ad ammettere nell'equazione data (I) delle radici mul- 
tiple, in contraddizione con la sappoata irriducibilità di essa. 

Nello sleEBO modo si dimostra che iion può essere y, — y% né fft — S»- 

Sapponiaino invece che si abbia: 

cioè: 

Operando sulla precedente relazione con le sosliluzioni di (O), si ha: 
n-(-.r, = Xj-J-e 

Xf - X^ - Xf - Xi , 

ossia : 

P 

X, +x^ = x^ + a', = Xj 1- Xj = - ^. 

Ciò vuol diro che il primo membro dell'equazione data (I) si può mettere 
sotto forma di funzione di funzione ('). 

Ammettendo ohe non abbia luogo una relazione fra le radici della (l) del 
tipo precedente, l'equazione che ha per radici le (lOj è irridaeibilc in K ed è 
nurmule come la proposta, per essere 11 suo groppo di Galoìs in isomorfismo 
oloedrico con quello della (1). 

Tenendo per la (U) l'Identico procedimento usato per la (6), il quale ci ha 
condotti alle (7i, avremo il seguente sistema di uguaglianze, del tutto analogo 
all'altro (7j, cioè: 

a.fy. + Ut)- "aÌI/ì + tfs) + («5 - «.)(y» + Vsl = 

«iC^f + v&) - «4(y» -^ y*) + («s - «i»'?! + Jb) = 

«.'ys + 1/«' - «*(»! + yù + («5 - «»My, + i/i» = o 

(«. -y aùiyx + VÌI - («» + «*)(tfs + ye) = o 

(7/ (a, + a5)(y, + y^\ - {a» 4- ajfy, + y J =0 

(«> + «sVy» + yù - («. + «i-iffi + yù - o 

(«, - a^)^>J, + y^) + a.,(jj + y^) - a,(y, I- ff J = 

(«. - «4)(y» + ^4) + "sCys ^ yJ - ««'^i ^ y*) = o 
(o, - «*)(!/. + ys) + "sCy, + y^ - a/y. + y.) ^ 0. 



(') Cfr. Capelli — Sulla riiluttibiliià delle equazioni algebriche — Rendiconti 
della Reale Accademia di Napoli, 
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CoDBjderaDdo dne delle {T}' e la reiasione: 



2»i = <'. 



-("■ + <".)'», + y.l + (o, + "s)(»i + y,) = 

.j,+y, + «i + ffi. + y. + K. =»• 

Il delerininaDte: 

-a, (a, -a,) 



- («. + a*) («. + a») 



1 



I 







1 



deve essere nullo, perchè, se fosse diverso da zero si avrebbero le selcienti 
QfTuiiKlianze: 



fft + fft - y» + y« = y» + Ss = , 



e qaÌDdi: 



= y» + tfe = y» + y* = ffi -^ ys = 
= y» + yj = ffi + y« = fi + ^4 = 0- 

Ci6 è impoestbile, avendo sapposto che t'eqnazione, aveote per radici 
V. > Vi > Vt ' Vi > !/s • Vi > 



i irridaci bile. 
Onde, sarà : 



cine: 



D' = 0, 



(ij - a,)[- (a, + aj - (a, t Oj)! - [<i,fa. 4 a,^ - flt{a, H a^)\ = 0. 
Sviluppando lo parentesi e riducendo ì termini simili, si ha: 
(13) — 2a,tg — a^Oj + a,fl, -i- a,' + a/ - Oj^ — o,* = 
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Nella relazione (6) , possiamo sempre eapporre , senza ledere le K^oeralira, 
che il coefflcienle a^ sìa nnllo, giacché, so fosse diverso da zero, applicando alla 
(6) le Bostiluzioni di (Q) avremmo altre cinque i-elazioiii , ciascuna delle quali 
non può essere una combinazione lineare della (6), a meno che q^uesta non ab- 
bia la forma : 

y, -(- ir, + a-, = ir. + Xj -r a!g = - -^. ' 

Escludendo per ora «questo caso, è possibile dunque fra quelle sei relazioni 
dì sceglierne una cbe eia distinta dalla (tì), e che aggiunta a questa , dopo di 
essere moltiplicala per un conveniente numero, ci dia una nuova relazione cbe 
abbia il coefficiente dì x^ uguale a zero, come si voleva. 

Giova notare che i coefficienti della nuova relazione sono in tale dipendenza 
con quelli della primitiva (6), cbe, se divenissero nulli, altrettanto accadrebbe per 
ì coefficienti dell' altra relazione. 

Onde, se nella (9)' e nella (1.'!) poniamo: 

o, =0, 



(14) 

— 2(1,(75 + "l^'t + "l' " "s" -- "*'■ 

Da queste due relazioni otteninuo quest' altra: 

— 2if,a^ + 2(1,(1, - a,' + fig' - Mg' - I 
Ricordando cbe: 

e quindi: 

rtg = - (rt, 4 a^\ , 
BÌ ha: 

(14)' - 2a,(<i, + <T.,) - 0. 

Supponiamo che si abbia: 

fl, = 0; 

li) prima delie (7}', ponendo: 
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dlvenU : 

Se fosse: 

!/j + yj = . 
si ricaverebbe: 

Xi + Xf, = Xf + a, , 

ed applicando la sostituzione: 

ia precedente relazione darebbe luogo a quest'altra: 

a^i + aia = 0", + ^*- 

Dalle qsftli si dedurrebbero le uguaf^liaiize: 

a;, - 1»^ = a", — Xj = ir, - oTj , 

che Bono insnssistenti, per quanto è stato dimostrato all'articolo 1. Deve essere 
quindi: 



ed allora la (11) diviene: 

«s(!/s - ys> = 0. 

Non potendo essere Va = Vs • E^^endo supposto die le radici Vi > Vt > Vj > Vt r ^s i Jft 
SODO distinte, deve necessariamente essere nullo l'altro fattore del precedente pro- 
dotto, cioè: 



A causa delle (14) e delle relazioni: 

li avrebbe quindi: 

«, = a, = «3 = fl, = as = a, - , 

e la (6) non sarebbe più una relazione, ma una tdeniilà. 

Ciò BÌgniflca che Tra le radici della (!) non ha luogo alcuna relazione li- 
neare con coefficienti iu K, e quindi, l'equazione normale data godo della pro- 
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prietà ('), che ogni fQiizIone razionale in K delle sue radici si esprìme in fan- 
zione lineare di qneste con coefficienti appartenenti h E. 

Nella (14)', sapponiamo che sia nnllo l'altro fattore, cioè: 

a, + Qj ^ 0. 

Facendo nella quarta delle (7)' , 

a, + flj = a^ = 
si ricava: 

««fy» + ìft> ~ 0- 
Non potendo essere: 

ys + j/fl = , 

per lo stesso motivo detto Innanzi, sari: 

a, = 0; 
allora la (11), ponendo: 



Poiché la difforenzii: 

J/i -I/b 

è diversa da zero, a caasa della supposta inldnclblliifi dell' eqoaziono , avente 
per radici y, , y^ , y, , ^4 » Vs r ^s ' b' dedaco, che il coefficiente n, k nullo, e qaindi 
anche tutti gli altri coefBcjenti della (li), cioè: 



n, = «, = a, = fl, = flj = «0 = , 

il che significa che fra le radici dei)' equazione data non esiste alcuna rela- 
zione lineare con coefficienti in E. 

4. Dopo quanto si è detto risulta che, 

« Se il gruppo di QaloiB di un'equazione normale di 6» grado , la quale 
tia irriducibile in un certo campo E di' ratioiialUà a cui appartengono 1 tuoi 
coejficienti, non è ciclico, e te fra le radici deWequaeione ha luogo una relazio- 



(') Cfr. Kendiconti della K. Accademia delle Scienze Fiaiche e Matematiche di 
Napoli — Marzo 1903. 

Cfr: Giornale di Matematiche di B attagli ni — Ando 1903. 



iy Google - 



)( 205 X 
ne tinenri'. con cocffleienti appartenenti al campo E del tipo: 

(t5) n,x, + OjiCj + pgXj -1- n^ìi^ + a^Xj + a^Xj = a, , 

tn CUI i numeri », , &( , Qg , «4 i a^ i a^ non tiano tutti uguali fra toro , la (15) 
deve poterti ridurre ad una delle forme: 

X, t x^ + x^ = a 
(16) 

X, + Xp = b , 

in cui a , ^ , f tono indici interi di/ferenti fra loro e compresi fra i numeri uno 
e iti, ed A , b tono numeri appnrtenenti a K». 

5. SuppODiamo ora che il gruppo di U a 1 i 8 sia ciclico, cioè costituito dalie 
potenze di ana stessa sostituzione circolare. Indichiamolo con (C), e sia: 

(C) =. S , S* , S» , S* , S* , S« = 1 , 
essendo: 

S = {j;, fl-jXjXtJBja^). 

Amntettiamo che fra le radici x, , Xf , Xf , r^ , x^ , CBg dell' equazione darà (1) 
abbia luogo min relazione lineare dei tipo (fi), i cui coefficienti siano numeri di 
K, non tutti nulli. Applicando alla (('>) le sostituzioni del sottograppo (H) di ó" 
ordine appartenente a (C), G sommando le tre relazioni ottenute, si ha: 

(a-, + iC, + ^i){a, + rtg I «si I- (33. I Xj + X^)(ai + a^ + aj = 0. 

Supponendo che si at)bin: 

", + 0s4 «5 -"1 -^"4 + «8=0. 

cansideriamo le espressioni: 

y, = a;, + ir^ 

(17) yt^^t + 3-5 

Ss - Xj + Xf 

Se alla (6) applichiamo la sostituzione 8^ , e ia nuova relazione ottenuta la som. 
miamo con la (fi), si ha: 

(o, 4 a^)(x, + X^) + (fl, 4 <Tjì(a;, + 0-5) 4 (flj + aJ(Xj + iFj) - , 
cioè : 

(17/ {a, H a>. + («, + a^ly, + (a^ + ae)y^ = 

TOL. XLIV. S4 
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Se le espressioni y, , y^ , Pt ^^^ fossero distinte, si avrebbe: 

a;, + ±4 = a;, + a?j = «g + x, = -t"- 

In caso diverso, sappianio cbe sono radici di nn'«qasaioB« irredaUibile: 

di 3» E^rado con coefficienti appartenenti a K, la qnale, per av^re il suo groppo 
di Qalois in isomorflsmo (') meriedrico con il gruppo (C) dell'equazione 
data (I), à normale e quindi ciclica. 

Sappiamo Inoltre che, esistendo fra ie sne radici una reiasione lineare con 
coefficienti appartenenti a K del tipo (17/ , se uod sodo verificate le aguu- 
glianze: 

(18) a, + a^ = a, + «5 = a, + a, = , 
l'equazione: 

deve avere la forma ('): 

(y + a)* = ? , 

pnrchè il campo X di razionalità contenga le radici dell'equazione della divi- 
sione del cerchio In tre parti ugnali. 

Supponendo che elfi non accHda, debbono aver luogo le (18). 

Sostituendo nella (6) ad a^ , a^ , a^ rispettivamente — a,, -«ti — "t> ricavati 
dalle (18), si ha: 

(19) n,(£c, - a-^ì + (ij'a;, - (cj + a^iat, - x^) = 0. 

Se applichiamo alla (6) le Bostìmzionì de) grappo ciclico (C), avremo altre cin- 
que relazioni, delle quali almeno una sar& distinta dalla (6), non avendo questa 
la forma: 

j-, + e £B, + i*a-5 + s^t + t*x^ + eVa = , 

ove E è radice dell' equazione: 

»*-l=0, 



(*) Ofr. Jordan "Tratte dea Substitutions et des équationa algébriques , 
§ 67-74. 

Cfr. A. Capelli — Oiornale di Matematiche di Battagliai — Anno 187S, 
pag. 32 e aeguenti. 

(^) Cfr. Oiornale di Matematiche di Battaglini — Aaoo 190S., 
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per &rer sopposto cbe il campo K non conteDg:* le radici dell' eqauioae della 
dirisioDC del cercbio in tre parti ngnali , e che dod abbia luogo ana relasione 
lÌDeare tra le radici del lipo: 

ac, + o", + Kj = ic» + aii + iBg = 0. 

Onde, con nn ragionamento analogo a quello tenato nell'articolo 8, possiamo sem- 
pre ridurre la (6) ad avere un determinato coefflciente agaale a. zero. 
Facciamo, per esempio: 

a^=0. 
Dalle (18) ricaviamo: 

E<1 avendo supposto ebe si abbia: 

a^ + a^ + ai = ag-^■a^-^ «g = , 

La (19) diviene quindi: 

a,'x, — Xj + a:, — Xb) ~ 0. 
Il fattore: 

X,— CC^ i Xg— Xg 

Don può essere nullo, perchè si è dimostrato all'articolo 1 che le espressioni 

X, - x^ , Xj ~ x^ , x^ — Xg , cCi — x^ , ajj — JT] , cCg — ij , 

Bono radici di un' equazione irriducibile in K. 
Deve essere quindi: 



ed allora sarebbero nulli tutti gli altri coefficienti delia (6), cioè si avrebbe: 



Qneslc ngnaglianze ci dicono che non può aver luogo fra le radici della (1) al- 
cuna i-etaziono lineare del tipo {6) , a meno che non si ridaoa ad una identità. 

G. KiasEumendo i risultati ottenuti nell'articolo precedente, possiamo dire cbe, 
« iSe il gruppo Ai Qaloia di un'equazione normale di S" grado, irriducibile 

(Il un certo campo K di razionalità, a cut appartengono i tuoi coefflcienti e non 

le radici dell' equazione: 

t* + e + 1 = , 
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è ciclico, e se fra le radici ha luogo una relazione lineare con coe/ficienti appar- 
tenenti a K, del tipo: 

(21) RiX, + a,x, + ajXj -f a^x, 4 «jXs + '''b^« = ^t 

in cui a, , a, , a, , Rj , flj , flg non aiàno tutH ugtialt fra loro , la (21) deve po- 
terai ridurre ad vna delle forme (16) ». 

7. Sapponiamo che Jl campo K di raziona1it& non contenga le radici del- 
l'equazione ddU diviBiune del eercliio In tre pani ugunli, e che il gi'Dppo del- 
l'equazione data sìa ano dei due già deflniii, cioè; 

iG) , (C;. 

Sappiamo che, ee fra le radici dì un' equazione normale, irriducìbile in an certo 
campo K a cai appartengono i suoi cucMcìcnti, non lia luogo una relazione li- 
neare del lipo (21) con coefficienti appartenenti a K, l'equazione gode della prò- 
prìct& ('), che ogni funzione razionale in K delle sue radici 8i pud esprimere 
in funzione lineare dì queste con coefficienti appartenenti a K. 

Onde, dai teoremi 4 e 6 si ricava che, 

< La condizione ttecessaria e svfUciente affinchè un' equazione normale di ff» 
grado, irriducibile in vn certo campo K di razionalità, a evi appartengono i Buoi 
coefficienti t ho» le radici dell' equazioìif. 

e' + £ + 1 = , 

' goda della proprietà, che ogni funzione razionale in K delle »ue radici §i po»za 
esprimere in funzione lineare di queste con coefficienti appartenenti a K, è che 
fra le sue radici non abbia luogo una re/azione lineare di uno dei due tipi (16) ». 

8. Supponiamo che esista la prima delle (16), cioè: 

(22) a-, + iKp + x^ -^ a. 
Se consideriamo le espressioni (2), 

jr, = a:, - Xi 
ìli - ^i~ ^s 
yj = Xj - acg 
J/4 - x, - £C, 
1/5 ^ £Cj - ar, 

■ yB = a?g-x,, 

(') Cfr. Giornale di Matematiche di tìattaglini- Anno 1901*. 
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b1 scorge che tn esse deve aver laof^o naa relazione analoga alla (22) , 
ossia : 

y» + yj + Vt = e . 

essendo e no numero del campo K. 

L'equazione {4), le cai radici eoddisfano anche ad nna relazione del tipo: 

J/a + tfp = , 

(levo essere della forma f) 

(23) (!/* + «y)' = 6, 

ove ti ,b, sono numeri del campo K. 

Pertanto, il teorema precedente si pud enunciaro nel eegaente modo: 

< La condizione neceaBaria e sufficiènte affinchè un' equazione normale di 

6° grndo, irreduttibile tn un certo campo K di razionalità, a cui appartengono 

i moi cotfflcienli e non te radi<À dell'equazione: 

e' 4 e + 1 = , 

goda della proprietà, che ogni funzione razionale in K delle sue radici si possa 
esprimere ìn funzione lineare di queste con coefficienti appartenenti a K , i che 
non sia della forma: 

in cui i}'(x) I il simbolo di una funzione razionale intera in R di 2o grado in 
X, e 9 di 3° grada in ^ , ed inoltre le sue radici non siano funzioni razionali 
ili K del tipo (5) delle radici di un'equazione della forma (23) ». 

9. Supponiamo che il campo K di razionalità non contenga le radici del- 
l' equazione della divisione del cerchio In tre parti uguali, e che l'eqoazione data 
non sìa della lorina: 

(24) 9(<Ka;,) = , 

in cai ? . (ji sono simboli di funzioni razionali intere in K di i}* ed x, rispettiTa- 
rnente di grado tn ed n , essendo mn — 6 ed m , n maggiori di uno. 

Ammettiamo inoliro che l'equazione data (!) non goda della proprietà, che 
ogni fiinzione razionale in K delle sue radici si esprima in funzione lineare dì 
queste con coefficienti appartenenti a E. 



(') Cfr. Giornale di Matematicb« di Battagliai— Anno 1903. 
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Senza ledere le geneiulità, possiamo sapporre, per an momento, che il eoef- 
floicnte del 2" termine dell'equazione sia uff aule a zero, cioè che si abbia: 



£a;, = 0. 



Per il teorema dell'articolo 7, fra le radici dell'equazione data deve aver 
luogo una relazione del tipo: 

tr^-i- Xf + x^ = 0. 

Giova notare, che, se 1' equazione ai potesse mettere sotto la forma (24) nel caso 
di « = 3 , m = 2 , cioè se si avesse: 

4'U) = ar' + ax + b 

tH^) = ^» 4 ci^ + d = 0, 

ove a ,b , e , d sono numeri del campo E, denotando con x^ , oPa , x^ le radici 
che soddisfano la prima delle precedenti equazioni, si avrebbe: 

xjTg + XaXy + x^(C^ = numcio del campo K. 
Ora, tenuto conio che: 

x^ + w^-i-x^ = 
e quindi: 

si ricava: ' 

^a' ' ^a' ^ "^t' = numero del campo K, 

Adesso, consideriani') TcqunzìODe le cui radici siano: 



Poiché 1' equazione data (1) non può avere radici mnliiple e non è della 
forma (24), 1' equazione trasformala è irriducibile in K ed è normale come la 
proposta. 

Applichiamo od essa il teorema dell'articolo 7, cioè vediamo se fra le sue 
radici possa aver luogo una relazione di uno dei tipi: 
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La prima delle dae relazioni non pnt> verificarsi come abbiamo viato in qne- 
Bio articolo. Esaminiamo )a seconda, cioè supponiamo che si abbia: 



Essendo per ipote&l: 



e quindi: 



2^,-0, 



ove Q è il coefficiente di x* nell'eqaazione data (1), si ha: 

-¥• 

Le ipotesi fatte possiamo esprimerle nelle seguenti Qgoaglianze: 
te, + Xfc + Xe = 
a!„ + Xp ■^- x^ = 



Xp* + Xfc* 



XJ* + 3 



2Q 



denotando a , & , e , a , ;j , Y ìndici interi differenti fra loro e compresi fra i nu- 
meri ono e sei. 

Giova notare che, qualunque sia il gruppo dì Q a 1 o i s dell' equazione data, 
cioè sia (O) o (C), il sottogruppo (H) di S" ordine (') non conginnge una delie 
radici x,,x^, Xg con una delle radfci x, , Xa , x, , essendo (H) della forma : 

(X„ X^ X^{X^ Xp X^l , (fl"a Xf Xjl{X, X^ Xj) ,1. 

Considerando la prima, la seconda e l'altina delie (25), si ha: 

2Q 
(x« + ac»)* + (X. + Xp)' = - — , . 



(■) Cfr. Bianchì Lnigi — citata opera. 
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eìoi, sviluppando le parentesi: 



Da questa eqaazione , dalla terza e quarta delle (25) , elimluìaino x. , Xy 
Si faa; 

(-.-¥)'-(-'^¥)(---¥)- 

Svilappando le parentesi e ridXicendo 1 termini simili, la precedente vgat^- 
glianza diventa: 



£ tenato conto della prima delle (S5), si Im ancora; 

«e - a;„ a;^ = - — . 

Applicando a questa relazione le sostituzioni del sottogruppo (H), le quali scam- 
biano X, ,x^ , Xc fra di loro, come abbiamo visto, si ricava: 

Q 

CCg — X^Xe= — 

Sommando le tre ultime uguaglianze membro a membro, si ottiene: 

la f- *t ^ <^c = - —f- + a;„ Xi + aio x„ + x^ X,. 
Dalla prima delle (25) ricaviamo la relazione: 

sc^ + i^ft* + afe' = - (Zar,»;, f 2x„Xe + 2jrj x^) , 
la quale unita alla precedente, cì d& la seguente altra uguaglianza: 

(26) 

Ed allora, per quauto ai è detto al principio di questo articolo, l'equazione 
data si potrebbe mettere sotto la forma (2-1) , contrariamente a quanto si è 
supposto. 
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Cosi è dimostrino che fr» le rndiin dell' equazione trasforiiiftin ùly) = 0, 
essendo: 



11(111 può esistere una l'elnzinne di mio del tipi (16), e, quindi l'equazione, per il 
teorema 7, gode delia propriciA. che ogni funziono razionale in K delle sue ra- 
dici si esprime in funzione lineare di (|ucst.c con coefficienti appartenenti a E. 

Ora, essendo, per le ipotesi falte circa l'irriducibilità dell'equazione Irasfor- 
nata, ngnnli i duo corpi algebrici 

( K , .T, Xf Xj x^ a;., X( ) , ( K Xi* x^* x^* x^* x^ x^ ) , 

si ricava, che ogni funzione razionale in K delle radici dell'equazione data, si 
esprime in funzione lineare dei quadrati di quesie, con coefficienti appartenen- 
ti a E. 

10. Se il coefficiente del secondo termine deU'eqaazione data fosse diverso 
da zero, con una trasformazione lineare sulle radici dì essa, si potrebbe sempre 
ridurre la (1) ad avere nullo il predetto coefficiente. 

E se le radici dell'equazione cosi trasformata soddisfano o no ad una rela- 
zione del lipo (26), altrettanto accade per le radici dell'equazione primitiva, alla 
(luale possiouio quindi applicare il teorema seguente: 

« Se vn'tquazione noi-male di 6° grado , irrtdutlibile in un certo campo E 
di razionalità, a evi appartengono i suoi coefficienti e won Je radici dell'equa- 
zione della divisione del cerchio in Ire parti ugnali, non è della forma 

9 { ^(x) ) = , 

in CHI if,^ tono Bimboli di funzioìii razionali intere ìa E di ^ ed x, riapettiva- 
meiite di grado m, n, essendo mu = 6 erf m, n, maggiori di uno, ema gode di al- 
meno una delle seguenti proprietà : 

1) Ogni funzione raeìonaìe in E delle sue radici si può esprimere in fun- 
zione lineare di queste con coefficienti appartenenti a K. 

2) Ogni funzione razionale in K delle sue radici si può esprimert in fun- 
zione lineare dei quadrati di queste, con coefficienti appartenenti a E ». 

Ad altri risultati potremmo pervenire, facendo sull'equazione data delle con- 
venienti trasformazioni razionali, e studiando dopo l'equazione trasformata, come 
si è fatto per la primitiva. 



U. Supponiamo che il campo E di razionalità contenga le radici dell'equa- 
zione della divisione del cerchio in tre parti ugnali. 

In questo caso, quando pei6 l'equazione data è ciclica, fra le radici di qtie- 
sta possono aver luogo altre relazioni lineari, diverse 'dai due tipi (16)'già con- 
siderati. 

VOL. ZLIV. 35 
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Infatti, anpponlamo di avere : 



(27) 



a.OJ, + «^ + a^ + OiX^ + OifCi + a,a!g = , 



ove a, , Oj , a, , uj , Rg , Og sono nnmeri det campo K, non tutti nulli. 

Applicando alla (27j le sostftaEloni del gruppo ciclico dell'equazione data, 
ei hanno sei relazioni , delle quali conalderiamo oome incoirnite i coefficienti 

II determinante 






sappiamo 'che, essendo nn circolante (') di 6° ordine, è ogaale al prodotto 

?(«,) V(.U) f Uè) , 

in coi 

<p(8) = a;, + a^ 6 + acg i" + a;4 e' + j-s 6* + ot, i^ , 

ed t 6 radice dell'eqaaziane 

e« - l = 
Se fosse 



D4-0, 



si avrebbe : 



a,=0, 



e quindi non esisterebbe alcuna relazione lineare fra le radio! dell' equazione 
data, la' quale godrebbe percid della proprietà, che ogni fanzlooe razionale In k 
delle sa? radici si potrebbe esprìmere in fanzione lineare di qwMto «od ooef- 
flclent! appartenenti a k. 

Soppdnlamo che «i abbia : 

D=0. 

Escludendo il caio di 



(') Cfr. C a p e 1 1 i — latkQzioni di Analisi Algebrica, anno 1 
Cfìr. Pascal — Repertorio di Matematiche Saperiori. 
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che ci ooadarrebtw alle relasiooi 



^x,-0 ì J]a!f = 0, 



le ftl^ relazioni lineari, che posBooo eeiatere fra le radici, sodo del tipo 

« [ (ìTi + *i) - (<»i + Kb) ] = («» + a's) - (*s + a;,) 
(28) 

«tK-»*) + («1- «e) } = («!- «4) - (a^i-ic,), 

ove per e bisogna intendere nelle (28), nna delle radici dell'equazione 

t* + I + 1 = 0. 
Ponendo 

a, + aj» ■= «1 

«I + »s = «* 

ac» + x, = e, , 

le espressioni z, , r, , «, , se non Bono ngaali in valore namerlco, Boddlsfaoo, a 
caosa della prima delle [iSì, ad una equazione Irrìdaclbile della forfaa 

(29) (a + a)» = p , 

ìd cai a , ^ sono nameri del campo K. 

Dalle (5) dell'articolo 1 , le quali legano le radici dell'equazione data alle 
radici di un'equazione del tipo 

(30) ff» + «I/* + ft^' + e = , 

io cui a, 6, e sono numeri del campo k, e dalla prima delie (38), si ricava: 

*, = 3(Bff,* + Dv,* + P) 

«i = 2'By/ + Dy,» +F) 

», = 2(By,*+ D}ft' + F). 

Tenuto conto delta (29), delle precedenti relazioni e delle (5), si tia: 

(2x. -», + «)>= 0, 
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semplice relazione che lega una radice de!l'eqaazione data ad ana radice del- 
la (30). 

Supponiamo adesso cbe abbia Inogo la seconda delle (28), cioè : 

(31) (x, - irj - (aij - o-e) = e f (aj, - x^,) + (x, - a^ì ]. 

Ponendo' 



X^-x, = y^ 

a?5 - a", - j/s 

i^s - >^3 = ys . 

ove y, , !/t I l/s > Vi I ìff, ' Hi sono radici di un' equazione dei lipo (30), la qua- 
le, come sì è dimostrato, è irrodititibile nel cu ni pò E a cui apparlengono i suoi 
coefficienti e quelli dcll't-quazionc data (J), la '31) si può scrivere cosi: 



(31)' 


(», ^■y,) = i( 


Ponendo ancora : 






!/t + ys = 




y, + s, =' 


(38) 


!/. + !/., = 




ffs H Ve "- 




»i •-!/.' 




S,^<J,= 



la (31)' diventa: 

(33) «,-?!, 

Facilmente si dimostra che le espressioni 

Bono differenii fra loro nel valore numcrice 
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lofatti, se fosse 

«I = «» . 
si ricaverebbe : 

e citi è impossibile per la irredattibllitft della (30). Se si avesse: 

u, = u, , 

cioè : 

à ricaverebbe : 

l'i + ff* = tfs + ff« 

ff* + Ss ^ |/« + l'i . 
cioè: 

**a = «8 = U( ■ 

E tenato conto della (33), sarebbe : 

I», = M, = «j = , 
ossia: 

y» + J/a = H* + l/i = ff. + Vb = 0- 

E poiché per la (30) sì ha: 

tfi + y* = y» -1 Js -- y» + y» = , 

ai verrebbe ad srameitere nell'equazione (30) delle radici multiple, nel mentre 
sappiamo che essa è irrcduttibile. 

Nello stesso modo si dimostra che u, è diverso in valore namerico dalle al- 
tre espressioni «4 , a^. 

Onde, essendo u, , u, , Ug , »( , «^ ,'Ug , differenti fra loro, sono radici di 
un'equazione irredutlìbile di 6" grado con coefficienti appartenenti a E. Dalle 
relazioni: 

yi = - y* ; !/t = -i/i ^ s/ì^-ysi 

e dalle (32) si ricava : 
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La (3$) d& lao^o qnindi alle segneoti uguaglianze: 



u, = — e K, 



Le precedenii relazioni ci diuono che U| > Uj j Ug , Uf , Uj , u, sono radici di 
un' equazione binomis: 

«' - rt := , 
essendo a un numero appartenente a K. 

12. Concludendo, possiamo dire che, 

e Se fra le radici di un'equazione normale di 6° grado, irredutUbiU in un 
certo campo K di razionalità a cui appartengono i suoi coefflcienii « le radici del- 
l'equazione : 

E' + 6 + 1 = , 

ha luogo una relazione lineare del tipo (31), l'equazione data gode della proprietà, 
cft» le sue radici sono funzioni razionali in K delle radici di un' equazione bi- 
nomia di 6" grado ; 



in cui a è un numero appartenente < 
Arpino, 21 Febbraio 1906. 
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SOPRX LA RISOLUZIONE GFNERAIE PER SERIE 
DELLE EQUAZIONI ALiOMICHE 

NOTA 

DKC 

dott. CAMILLO ROSSI 



1. L'equazione a co«filcleDti reali o compleBsi 

«0»" + 11!/""' + + «■.-lì/ + "« = («« + 0) , 

mediante una traafoTtaazione lineare del tipo y = kx, ai può ridarre alla forma 

(1) x" +p,a;"~' +i>»x"^ + + Pn~,r -1 = 0. 

Le radici x^ , x, , x, , . . , , x„_, della (1), che sono fanzlooi oontinae delle 
Pi iPt > • • • I Pn-i > coincidono con le n radici n** dell' nnltA 1 , u , m' , . . . , w*^% 
tutte distinte tra loro , per 1 valori p^=0 , Pi = , . ■ . , j>„_| - ; qaindi deve 
«iatere un conveniente intomo del ponto p, = , p,-tO , ... , p„_, = per il qaale 
io Xt , x^ , Xf , , . . , Xi,_, segaite ranno ad esaere tra loro diatinte. Sviloppando in 
lerle di Uaclaorln qoeate n fnnzioni, e limitandoci ad nn intomo del punto 
Pi-'i I Pi = ^ > ' ■ • t Pn-i = in cui aaremo sicari della uonvergeoza di questi 
Bvilappi, avremo completamente risolato per aerle l'equazione (1). 

2. Indicando con /(se tPi,Pt,---, Pm~i) H primo membro della (I) v deri- 
vando la (1) riapetlo a p, , si ba: 

«ivindi, Indicando con (f)^ il valore di -^{x ,Pi,Ptt---i Pn-ì) i>«l punto 
a;=w',p, =0,p, = 0,.. .,p„_, =0, 
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Derivando la (2) rispetto a pj , ai Ila; 

W ^ -s- J— + (" - fa;""'' 5— + (n - j)x"-'-' -- + -J-.--S— =: 0, 
ex' ej)( ap^ / dpj ^' dpi ex Sp^dpj 

qaindl 



\}p,ap,/. 



"' V a. .,„ / - „•(»•)«- 



Derìvando la (4) rispetto Sk p^ , ai ha: 

3V 5a; 5a 9x 
0a:» pp, »/>, tip» 

(6, ^(,._^(„-,-„a;.-.-.^^^t ,„-,X»-.--.K— .^1 + 

^» .èia; 3a: tV 9ìb c'ai 9*/ Ja: i^x d*f dx i*x 

^ '^ £/*,- t/i^ (la:' t/)i opjOp^ ix* opj op^tipi ox' cp^ rpfipj 

àx opidpjSpi, 



quindi : 






\n-l-in-t)-in^j,-(n-k)n2n-l-{n-i)~{n-j)-(«~k)] 



n'CtoiV*^'*"' 



Derlvaudo la (6) rispetto & p,, si ha 



d*f dx dx doc dx , .. „. 
— i- — — + (n-i)33" 



dx* dp, dpj dpn Bpi Spjdp^dp, 

^ '^' ^PtfiPi^Pi ^Pt^Pi^Pj. ^Pi^PrPk 

\ ■ ,{8x S'x dx b*x $x d*x 1 



+(n-ÌK"-7-lK 



l Spj Sp^dpi Ppn ^p^S/ij 8p, dpj Sp^ì 



tSx d*x dx c^x dx i's^ 1 
Up^dpidpi- dptSpfip^ ^Pi^Pkm* 
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„_» ,1 ex i*X rx 3'x dji d*x 1 

4»-t(B-fc-l?tc" "^'U- a — a- f -- , a +B- ;^-^— + 
l api opfOpj opj cpjop, opj cpfip^i 

, ,1 , . ^ ™ I-. I '* 8V 9x 9*x dx d*x 1 
+(„_ij(ii-I-l)a;-'-» U_,. ^— +_____ + ^__--- + 

l^A'^/i»» OPj^PkOPi ^Pk^Pi^Pj' 

'/*> ^P» '7'i *?* «'Pi ^»»f 

(f , dp, epj dpi iPi 9p^ 

^a»' 9pi ^/.j 5ar»(j)( 5i* fp, àpi 0p^<'p, *^ !»• Ijp^ 3pJ ^Pj^P), 

i*f dx dx 9*x l'f dx ?x c*x d'f dx dx c'x 
'*'d^ "dpj Sp^ SpfSp, ^ ^~dpj^, dp,tp^ "*" 3à? ^ Spi dpfipj 

fly ó*a c*x d*f d'x d*x i'f 3*ai ì*x 
3x* 9p^dpj Sp^bpi dx* dpfip^ SpjSp, d^ ^pfipt 9p/p^ 

d'f tx d'x d'f dx i\t: ^ 



dx' dpj dpjdp^dpi ifx* tpj épjcpkdpi dx' dp^ dp,dpjdpi dx* dp( dpfipjdpf^ 

3r d*x 
Sx cpfdpjdpidpt 

(IDiiidi 

''' \cp,dpjdp^p,},^ nV)*'^**"'-' 

dove 

«. = {"- + (» -Jl I- {» - « t (» - ')• 

Dalle (3) , (5) , (7) e (9) si inlaisce il risaltalo generale 

/ i"x, \ _ _ [ii-l-«J[2n-l-..l...[(m-l)«-l-i. ] 

' ' \d,,'.i,,'....3p,„'.-'.' „.^.„Y,+l!s+...+(.-lK.,-l 

dove 

*» = (n-l)'! + {«-2)0» + . . . + 2«,.j + o„_, » 

VOL. XLTV. 36 
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«,+«, + + 0^, = m , 

purché si faccia la convenzione di sostituire, nel caso di *n = 1 , l'unitt al pro- 
dotto di m — 1 fattori che figura al nameratoro del secondo membro della (10). 
Sostltaendo questo risultata nella formola di Haclaarin 

-■ri.,+^+f'+.^,=.L«.ii--K-,^8,,..8ft^..^,._,.»-J/'-''''--''-'"- 

al ha 



■I bn 



a,+!-a,+...+(i.-l)«„_,=o 

Quando avremo determinato un campo di convergenza comune per le n se- 
rte (11) (« = , 1 , 2 , . . . , n — 1} non potremo coDCluderne sens' altro ohe In tale 
campo le somme di questa serie siano le n radici della (1) , perchè la (10) b 
stata stabilita per iiidasione e n£n è stata dimostrata par m intero positivo qna- 
lunqne. 

3. Determiniamo ora qn numero positivo tale che , se le p, , ^, p^_, 

si scelffODO in modo che i loro moduli siano minori di questo numero, le » se- 
rie (11) risultino cooverf^ntl. 

Considereremo come termine generale della serie che Della (11) segue il 
primo termine w' 

_ 1 (q-l-«)(e-l-aw)...(o-l-(w> -l)w) ^ ^ 

e supporremo, almeno per ora, scritti 1 suoi termini In modo che dopo qaelll 
che si ottengono dalla espressione precedente per m -1 , seguano qaoiil che si 
ottengono per m = 2 , ecc. stabilendo In un modo detcrminato 1' ordine del ter- 
mini di ciascuno di questi grappi. 

La serie ai moduli, comune alle n serie (11), è 



(")' 1+i ^ 1 \a,\J.U ^'(modp,)«...(modi,,_.)«- . 

e, se indichiamo con P il masaimo dei modali delle p, , Pi , • > • , p^^x , ha i ter- 
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miDi non maggiori del ooirlBpondeoti termini delU serie 



(12) 1+ y - y [(a-l-»Kj-l-2»)...(fl-l-{m-l)n)l ^ 

Intanto, p«r m > 3 , si ha 

(13) |(a-l-«X«-»-2»>"{o-l-{"»-l)n)l < («-1)"~'('» - 1)"~*- 

Difattf, nn fattore grenerico del prodotto (a-l-n)(a—l-2n)...(a-l— («-!)«) * 
della forma a-1 -in (l^i^m—1); poi, esseodo 

«, + «, + ... + a^t = " ® a, + 2«, J . . . + {» - i)*n-i ~ ' 1 
«i ha , 

m^a^(n — ì)m. 

Quindi, se o - 1 — t'n 6 positivo, si ha 

I - 1 - 1» 1 5 (n - 1)»» - 1 -'«<(» - !)(« - 1) ; 

e, ee — 1 — fn è neffatiro, 

[o-i-in|3in+l-m3(«-l){m-Ì). 

Danqae ognnno degli m — i Tattorl del prodotto considerato è, la valore as- 
solato, minore di (n - l}(m- 1) (i'altimo soltanto può essere egttale ad (n-l)(iii— 1) 
in valore assolato; peroiò, nel caso di m = 2, blsogaa cambiare nella {IS) il < 
in ^) ; epperò resta dimostrata la (13). 

Segae che la serie (12) ha i termini non maggiori dei corrispondeoti ter- 
mini delia serie a termini positivi 



■ P ^ yi (a-l)— (w-D^-'P* y 1 



che, se sommiamo i termini di ciascan groppo mediante la formola 





.,+.4+...+.^,=f.l-! 


paò scriversE 




(14) 


i^'Lzl^^X 



■ li-, 1^ 
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Indicando con u^ 11 termine generale di questa serie, si ha 






Qaìndi, se supponiamo 
(15) P<7 " 



la serie (14) è convergente. Allora anche le ri serie (11) saranno convellen- 
ti, ed assolutamente, e quindi affatto indipendenti dall'ordine prestabilito dei 
termini. 

Notiamo che se la (13) si applica alla serie (11)', con procedimento affatto 
analogo, si prova che le serie (11) sono assolutamente convergenti se 6 soddi- 
sfatta la condizione 



che è pib riirorosa della (15). 

4. Vogliamo adesso dimostrare che, nell'ipotesi (15), le somme delle n se- 
rie (11) SODO tutte distinte tra loro. È facile poi verificare che ciò accade anche 
nell'ipotesi (15)'. 

Dimostreremo prima che 

(Ì6) mod(3:,-w')<sen-. 

Infatti, dalla (11), con procedimento analogo a quello tenuto nel n. prec, 
si dednce che 

™.d(«. - ...-j < » - ' p t y ("-')'-'<■»-■)-' p. , 

n ;j^ n [m 

Oisift, ponendo -— - — P = a (si noti che < z < — j , 

„.od (X. - «') <^^ (z -Hj^H- — . ^ + . . .). 
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L« serie f(s), in parenteai, è convergente In f , —\ Intanto, per la f 

mola di S t i r li n j; (i) 



si ba 



1 "-^^ (« + 1) \/2iin ' 
qnindi 

, ,1 /(e«)' («2)» (ez)* \ 

ma <; ez < 1 , dnnqne 

, , 1 1/1 1 1 \ 

T'a serie altima, io pareotest, non sapera S. Infatti, 



(ft -f 1) \/n V n \'n + 1 

quindi la aomma dei primi n termini di questa Berie è minore di 2 

Vn+ 1 
Donque 

, , 1 2 

9(aJ < - + — = 
« e Vai: 



mod fj-, - w') < — L_ (± ^ -^y 
Intanto, essendo h>2, sì ha 

(juìiidi la (16) resterà dimostrata se proviamo che 



(') Cfr, Cetàro: Corso di Analisi Algebrica, p. 270. 
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Qnesu ultima disuguaglianza si veiiflca per n = 2, quindi si verifica anche 
per n > 2. 

Ciò poeto, se fosse x, = x, per « 4= ( , aTendosi 

bi' - w' = (trt' — «,) + (j-, -bi'), 

mod(i>i' - w') ^ mod(iit' - x,) + mod(x, — to') , 
ne risulterebbe, per la (16), 

mod((o* - io') < 2 Ben — . 
Quest' ultimo risultato è assurdo, perchè invece si ha 
mod(w' — w') ^ 2 Ben — , 

come risulta subito dalla rappresentazione nel piano dì Gauss delle radici n"* 
dell' unità. 

5. Nel eneo dell'equazione trlnomia 

x" —px'~* -1-0 
la serie (U) diventa 



" Qaeeii sviluppi :n serie delle radici dell' C(|Uiiz1ouc irinomia sono stati gift 
dati, salvo la differenza di notazione da noi adottata, dal signor Lambert (') 
con un metodo quasi iduntico a quello da noi tenuto. 

In questo caso particolare , possiamo determinare )l raggio di convergenza 
degli sviluppi ottenuti. Raggruppando, come fa il Lambert, i termini che oc- 



{') Cfr- P. A. Lambert: New appttcationa of Maclanriìì,'» wria {a the tolu- 
tions of equations and in the expaneion of fanctiont, Proceeding» of the Ameri- 
can Philoiopkieal Soeiely, voi, XLII, n. 17?; 1908. 
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enpano i poeti 1 , n -f 1 , 3n + 1 , . . ■ , poi qnelll ehe oconpsno 1 potti 2 , n + 3 ^ 
2r + 2 ,...,,,. , e finalmente qaeJlì che oocnpano 1 posti n ,2n , . . . , si han- 



no n Berle parziali che hanno pw contane rttgglo di: convergenza 

Dnnqae la condizione di convergenza è 



modp < - 



In tale ipoteai, le radici dell' equazione trlnomta sono tutte distinte. Olfatti, 
eliminando x tra l'equazione e l'equazione derivata 

naj""' — (n — ft)paj'*"*"' = , 

ti deduce che, so I' equazione trinomia avesse radici mnliiple , dovrebbe aversi 

^ (- 1)*b " 



modp = , 

Vft*<n - *)•-* 
contro l'ipoteal. 

6. Per provare rigorosamente che nell' ipotesi (15)' , le somme delle n se- 
rie (li) sono le radici della (1) basterebbe verificare che le somme delle potenze 
simili 8, , 8, , . . . , S. di queste serie coincidono con i valori delle somqie ana- 
loghe, date dalla formola di Waring, delle potenze delie radici della (1). 

Volendo viarificare ohe S,'= ~p, , osserviamo innanzi tulio che il prodotto 

(0 - 1 - n)(o - 1 - 2») ... (a - 1 - (m - l)n) 

& nullo, quando , e soltanto In tal caso, a è della forma Mn + 1 (M inrero po- 
sitivo). 

Infatti, si ha o^n + l, quindi il primo faltore di questo prodotto non è 
negativo. Invece l'ultimo fattore non 6 positivo, perchè se fosse o > (m — 1)» + 1 , 
dovrebbe essere s^mn + 1, e ciò è assurdo perchè invece si. ha o^(n - ]}m. 
Allora il prodotto deve essere nullo, visto che i suoi fattori sono multipli coasst 
cn'ivi di n. 

Gitt posto, sommando le n serie ^11), che sono assolutamente convergenti 
■i ha 

2*" 1 V (»-l-n)...(o-l-(m-l)ti)„, „ . 

„.^ , /- - I.. ....la. , " «-.-.y.-f--^--'- 

•«-l a, +...+■„_,=■> (_1 l_t |_»z-< 

«i+2»,+..+(it-l)««_,=0 
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dove con S'j, rappresentiamo la somma delle potooze it"' delle radici n"' del- 
l' nnlU. È noto che 



I , se il: non « maltiplo di ti. 

Danqae, nel secondo membro delta (17) restano soltanto qaei termini per cni 
è della ferma Mn ■<- 1 (M Intero). Ma qaestl termini sono tutti nulli nel caso 
di H > , perchè 6 nullo il prodotto (o — 1 ~ n) . . . <o — l — (m ~ l)n). Quindi re- 
sta soltanto II termine corrispondente al valore q= ) , per cui m = 1. Allora 
a, = l , ot, = «j - . . . = a^_, = , al prodotto (^ - l — n) , , . (o - 1 - (m - 1)») 
deve sostituirsi l'anitA; dunque 

1 



La verifica per le S, , 8, , . . . , 8^ si può condurre a quella di un' identità 
namerica. Infatti, la (11) può porsi sotto la forma 

a, + 2«,+ ..-+(n-l)«^_,=fiia 



I , se tn = X 

(g- 1 -ii)fg-l - 2n)...(fl- 1 -(m - l)w) 



Quindi 



ni',ip.",...,«.l*J at*» + ...„ta„.,l*J = mt'f 



»,tO +2«('l + .-+Cn-l)«._,t*' = =*'' 






a,t't+...+«_,l'»='»"' 
.,")+2..t'l+..-t-(»-I)«l*l„.,=5"' 



dove M b intero. 



),Googlc 



){ 2S9 )( 

L» forinola di WhtÌ iig dà, per la sniuina delle potenze il:*" delle radici 
della (1), l'espressione 

*2j ^ — rr^ _ .,; — p/'p»*^ ...p«-/" '-(19) 

fiisn|:na, quindi verificare, che le (18) e (19) Bono identiche. 

Notiamo che, potendo limitarci a supporre k^n,^^ è nullo in generale. 
Soltanto per fc = n sì poi» avere ^^ ~ l ; allora g, tt g, = , , . -- f „_, = 0. Qaindi 
il termine della (19), indipendente dalle p, nel caso dì ft = « , è n, ed è fa- 
cile verificare che, anche in tal esso, il termino della (18), indipendente dalle 
p, b n. 

Resia, (|uindt, a veriflcare che, se si considerano n - 1 numeri interi , non 
negativi, '•, , ^^ , . . . , ';„_, tali che 

P, + 2?, + . . . + (m - l)}„. , = Jt (fc t nj 

e sì determinano tutte te soluzioni, iiitere non negative, delle equazioni 

i*i noli che 

(a' - I) + (a" - 1) + . . . + (i^"! - 1) = 0) , 

^'Qìsiste l'idenliift 

7. Terminiamo la presente nota con alcune osservazioni. 
I. L'equazione a radici reciproche della (1) ft 

qaindi, se nel secondo membro della (11) si cambiano 

w' . P( ; P» , - • • . P,.-, 
risp. in 

••'"' , -Pn-t -/'..-» ,•■-,- l'i ' 

il primo ai deve cambiare in — . 

VOI.. »LIV. t7 
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II. Sia f(p, , Pt , ■ ■ ■ , Pa) una funzione luonodroma e radico del l'«:q unzione 
algebrica generale 

j»" 1- p,a^"' + p,x""' + . . . + p„J,« + Pn-0. {a) 

Se u A ona radice n*"' dell'unità, questa equazione pud mettersi sotto la 
forma 

y" + l'it"!/""' + p,w'!/''~* + . . . + P,.-,""''!/ ^p„ = 
dove y= wx. Ne sogae che, per l'ipotesi fatta, un valore della y è 

Ap,w , Psit- ,.■■ , P„,,w""' , p„) , 
e deve esser eguale al prodotto di <■> per una certa radice della (a). Quindi 

An" »?!*■>' > ■ - ■ >Pn-l '^^_yPnl 

è radice della (a). 

Segue che, se le n — 1 funzioni che si oitcnKouo da questa ultima espres- 
sione sostitacndfl ad u una delle n - I radici n'idei!' unità, diverse da I, sono 
geuerHlmente disiinle, si saranno determinate lutto le radici della (a). Cosi è fa- 
cile Tci'ilicare che, in base a queste sostituzioni, si può ricavare da nna radice 
dell'equazione del 2" grado l'altra radice, e come da una radice dell'equazione 
del 3o grado x' + px f 9 = si possano dedarre le altre due. 

Applicando questa osservazione alle serie (11), si verifica che, se nella (11) 
che dà cCf, (« - 0) si cambiano 

Pt > P». ■•-./'«.. 
risp. in 

p,W* , pjW*' , . . . , J^n -,»•»'"""' 1 

otteniamo la serie (11) che dà a:,. 
Napoli, luglio 1906. 
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Si:i.LA TEORIA DKLIR EQUAZIONI DIFFKKKNZIAIJ OliWNAHIE 
1)KL PRIMO ORDINK 

DI 

PIETRO FIORENTINI 

(Conti nuazìoìte e fine V. pag. 25 di queito volume) 



PARTE IL 

Sulle equazioni differenaiall ordinarle del prlm'ordine alg-ebrlohe 
il Olii integrale generale ha 1 ponti orltioi fliuii- 



CAPITOLO I. 

Condizioni neoeasarìe e sufflcienti perchè l'integrale generale 
abbia i punti critici flsBi : teorema di Fuohs ('). 



•'12. Riprendiamo l'equazione difTei-enzialo 



E,p(«,„,g)=..(..„,(gy%.,<.,„,(g)" 



del cui integrale abbiamo studiato lo pi'0|trietà generali nel cnpitol» precludente. 
Ci pro()oniamo ora di ricercare le uundizioni neeesaarìe e Hbfticicoii perchè il 



('] Ueber Differeiitialgleichangea deren Integrale feste Vei-zweigungHpunkte be- 
stiata (SitEaDgsberichte der EOniglJch Preusttichen Akademie der WisseDacliaften 
iti BerliD, 1884). 
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suo integrale generale ubbia i punti critici fissi. Siccome, iii virtù dei fonda- 
mentale teorema di Paintevó (pane I, capitolo III) i punti critici tragoendenti 
o esHcnziali dell'integrale generale sono flusi, queste condizioni si formulano iin- 
mediatamente riferendosi al capitolo II della parte prima. 

Intanto dai §§ 14 , 17 risulta che una prima condizione necessaria perche 
i punti critici bÌmuo fìssi è che il coefficiente del termine di più alto grado 

dy 
in —, cioè A(i(<r , y), deve essere indipendente da y. se infatti questa condizione 

non è soddisfatta l'equazione algebrica in y , A(,(.r , i/) =0 ammette almeno una 
radice y = p{x); per x = Xq qualunque distinto dal punti 6 e per y =p(xa) l'e- 
quazione E) ammette una radice infinita semplice, o multipla; e sia semplice, o 
sia mnltipla esiste certamente un integrale particolare di E), che per w= x^ 
prende il valore plx,,) e la cui derivata diventa infinita; ed esso ha in Xo un 
punto critico algebrico; ogni punto Xo del piano [x) distinto dai punti % è dun- 
que punto critico algebrico per un integrale particolare almeno. L'equazione E) 
deve dunque avere la forma 

(putendosi dividere per Ao(a:) e includere questo divisore in A,lx ,;/),•>■, A^(a; , y). 
La stessa condizione deve essere soddisfatta per 1' equazione trasformata 

della precedente mediante la posizione y = — , altrimenti un qualsivoglia punto 

erg del piano (:'*) dintinto dai punti ^ sarebbe cariamente punto crìtico algebrico 
(e contemporaneamente polo) per nn integrale pariicolare almeno. Ora facendo 

nell'equazione precedente, y — ■ — si ottiene 

(£!£r-A,(x,i)„.(Je)""'....*A.J^,iV..-..%A,(.,l),..-=o. 

^dx^ ,^ w' ^dx' ■• w' dx ""V 'w/ 

Dunque i polinomi in y , A, (a: , y) , . . . , A^_,(a! , y) , A^(ir , y- devono evidente- 
mente essere di grado rispettivamente inferiore o uguale a 2 , . . . , '2(if) ~ Ì),2m; 
cioè il polinomio jn y , Aj(a! , y) , (i = l ,i, . , . ,m — l ,mì deve essere di grado 
minore o eguale a t'i. 

33. Le condizioni del paragrafo precedente non sono in generale sufficienti 
perchè i punti critici dell' integrale siano fìssi. 

Sia y = r,l,x) una radice dell'equazione digcrimiuante D(x,y) = della Ei 
ed y' - i,{x) sia una radice multipla Unita, d'ordine » di multipltcitfi, dell' equa- 
zione r(a: , >s(a;) , y') = 0. Si consideri la F(jT,y,y') = quale relazione algebrica 
fra 1/ e 1/' a coefflcìenti dipendenti analiticamente da x, e si pensi U relativa su- 
perfìcie di Riemann a m fogli variabili con x, che indicheremo con 8. Al 
punto y = r/iv) del piano (yy sono sovrapposti » punti analitici distinti (>)(a)) , ((x)) 
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della S, con 1 <»<«, of^nuno dei quali può esaere o no panio -di diramazione 
della S (§ 11)- Se il punto analìiieo {t,{x),Ì(x)) è nn punto di dtramasione 
della S, se cioè almeno uno degli n punti (>](«), ;(ic) ) sovrapposti è punto di di- 
ramazione della S, abbiamo visto {§ 15, -So) che se non è 

(UT 

OD qualsiasi pomo Xf, del piano (x) dlslinto dai punti ^ è certamente punto cri- 
lieo algebrico per nn integrale particolare della E] , almeno , il quale in x^ è 
ugnale a r^[Xf,) e la sua derivata a H^Tf,). 

Se dunque il punto analìiieo {f,{x) , i{Xi) della S è punto di diramazione, con- 
dizione necesBaria a che i punti critici dell' integrale siano Assi 6 che si abbia 

e <iueBtn condizione ne implica manifestamente un'altra; e cioè cho l'equazione 
T{x , r,'x; , i/') = nou deve nmniotterc una radice uinltipla (,(a:) distìnta dalla 
;(3;) e tale ehc il punto analitico (>i(a;) , f,(x)) delln S sin punto di diramazione; 

iisrchè altrimenti non potrebbe essere iAx) - — — ^^0; tutte le radici mul- 

ax 

tiple (che sono certo anile) della F(x , r,(x),y') = associate ad ■tf^x'i non devono 

dare punti di diramazione della S; cioè all' infuori degli n punti r)i(a!) ,<(a:;)) non 

devono esservi altri punti di diramazione della S sovrapposti ni punto i/ = t;(x) 

La funzione y = y{(!S) deve dunque essere una soluzione dell'equazione dif- 
ferenziale, singolare o particolare; non solo, ma Va aii.i derivata deve coincidere 
con la funzione 5(x). 

La stessa condizione deve eiisere soddisfatta relativamente all'equazione dif- 
ferenziale trasformata di E) mediante y - - , F/a; , «■ ,«,•') = , se la sua equa- 
zione discriminante D,(x , ic) = ammette la radice w = ; e cioè le radici mul- 
tiple non identicamente nulle dell' eijuazlone algebrica in ic' , F,(a: , 0, «l'j = 0, 
nssociate a w^O non devono dare punti dì diramazione della superficie di H i e- 
mann a m fogli relativa alla l''|(a; . tp, w') - 0. 

34. Le condizioni dei gg 3'J , 'X'ò non sono in generale suflicienti perchè i 
punti critici deli' integrale siano flsal. Se il punto ('.{a;) , ((x)) della y è nn punto 
di diramazione d'ordine a, e nel suo inturno la funzione t/' e rappresentata dallo 

sviluppo 

II) i/' = .(.Til-yu(y->l(^-'f -"-.'/.(y-lta;))" : ... 

dove fc>l,a>-, s'è visto (§ 15, 'i") che, pur essendo 

dJlx) _ 
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SO è inoltre 1 — a 4 k <0, cioè k< a— 1 , Ofjni punto x^ del pitiiic) \x) distìiito 
dai punti $ è punto critico algebrico almeno per un integrale particolare della 
E) , il quale per a:= as^ è uguale a jjìcJ e la sua derivata a Cfa^). Se i ponti 
critici degl' integial; devono essere flsai, deve nccesBaria mente aversi 

fc>a - 1. 

Dunque ni lia un' itlierìorc condizione ncccssariti perchè i punti critici dell' inte- 
grale diano fissi; e questa ^ siccome g^ è diverso da zero qualsiasi x fuori dei 
punii ¥i la possiamo esprimere dicendo che per ogni punto di diramazione d'or- 
dine a della superfìcie di K i e m ii n n S,(r,(a-) , Cfx)} , le i radici i/'- ^(x) corri- 
spondenti afrli a fogli che in quel punto si diramano devono essere inUniteiiimc 

a— 1 
rispetto y - r,{x) d' ordine maggiore o ugnale ad — ; od anche, considerando 

Ih funzione inversa ,'/ di ff' e la relativa superficie di Kiutnann S', possiamo 
dire die a ciascuno defili a fogli della S (o liimi della funzione y' di y) dira- 
manti^! (o permutauiisi) nel punto ì)ì'j7) , 'i{X;) devono corrispondere almeno a — l 
fogli della S' (o rami della funzione inversa i/ ui (/') diramantisi nel punto 
{f(^') I it^') ' se a = 2 , fc = I la condizione è soddisfatta, ma si ha un solo fo- 
trlio passante i,er il punto (<(a;i ,rl(ic))- 

La stessa condizione deve essere soddii^l'alta relativa meni e ai punti di dira- 
mazione della superfìcie di Bicinann corrispondente alla funzione algebrica 

w' di v> definita dalla F,fx , te , ic') ^ trasformata dulia E) mediante y = — : 

precisamente, se rcquazionc P,(a; , , if) — ammette la radice multipla io' ^0 
ed il punto analìtico (0,0) è punto di diramazione, esso deve soddisfare alla con- 
dizione suddetta; gli altri punti di diramazione nella rìemanniana corrispondente 
alla k' soddisfano certo a quella condizione se ad essa soddisfano ì punti di di- 
ramazione della S. 

35. Quando le condizioni dei §§ 32, 33, 31 sono tutte soddisfatte un qualsiasi 
iniegrtilc della E) non può avere in un punto x = a!f,, non appartenente all'ag- 
gregato dei punti ì, un punio critico: e infatti un qualsiasi integrale della E) per 
a; = X, prende un determinato valore g^ finito o infinito ; se j/, è finito la de- 
rivata dell'integrale per x = x„ prende certo un valore finito j',, perchè la 
^'('''o ) Uà } y') " i>o" ammette radici infinite e basta riferirsi ai §§ 14 , 15 per 
vedere immediatamente che l'integrale è regolare tn a^,; so y=x basta consi- 
derare al solito la F,(w , w , w')-=0 e riferirsi agli stessi paragrafi per vedere 
che l'iniegraie ha un polo ordinario in x». 

Dunque le condizioni elio abbiamo trovate necessarie perchè ì punti crìtici 
dell' integrale generale della Ej siano fissi sono anche sufficienti: soddisfatte che 
siano, l'itiiegrale generale della Ej può ammettere punti critici soltanto nei pun- 
ti l. Kiassnincndole iti un unico enunciato si ha il 

Teorema Dt Flchs — Lt< condieiuni necessarie e succienti affinchè l'inU- 
•jralf !i<-iierfile di lui' equazione tliffervueialtt orfUnaria dei prìtn' ordine nlgebrica. 
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abbia i paati critici fiati, che cioè non si xpoatano coitUiiuameuti! col rnriaie di-.i 
ciilori iuizinli, sono le seguenti: 

l.^j L' equazione E) dere avere la forma 

dove Aj(x , y) , (i = l , 2 , . . . , (in - 1 ) , m) è una funzione razionale intera di y 
di grado non superiore a 2i, i cui coefficienti sono funzioni analitiche qualun- 
que di X. 

2.") Se y = >;(ar) è una radice dell'equazione discriminante delta F(x , y , y') =0 
riguardata come un' equazione algebrica in y', ed y' = ,(x) è una radice multipla 
della F(k , r,{x.) , y') = 0, e il punto a'ialitico (ti{xì , t(x)) delta superficie di Rie- 
Mann S relativa alla funzione algebrica y' di y definita dalla F(x , y , y'j = * 
un punto di diramazione della S slessa la funzione y — rjix) deoe essere una so- 
luzinne dell' equazione differenziale E); e precinamente dere essere 



ottia in tutti i punti di diramazione della superficie di Ulemnnn S soi-ropposti 
al punto y = >;(xj del piano (y) deve estere 

' ~ dx ■ 

8.') Le a radici y' — t(x) corrispondenti agli a fogli della 8 che si diramano 

ili «» punto (>i(x) , s(x)j devono estere infinitesime rispetto y— jj(x), d'ordine per lo 

a— 1 
meno uguale ad — — ; o, ciò che è lo stesso, a ciascuno degli a fogli della S dira- 

mantiai nel punto {t](x) , C(xj) devono corrispondere per lo meno a — 1 fogli della 
rirmanniana corrispondente alla funzione inversa y di y' diramantisi nel punto 
l;(x),ij.x)). 

4.*) Si consideri V equazione differenziale F,(x , W , w') = trasformata della 

hi mediante y = — ; te la superficie di Riemann relativa alla funzione w' di w 

definita dalla F,(x , w , w') = possiede punti di diramazione sovrapposti al punto 
w^O del piano (w), in ciascuno di essi deve essere w'^0; le a radici w' cor- 
rispondenti agli a fogli che si diramano in un punto (0 , 0> derono essere infini- 

O- 1 
tesime Hspetto w di ordine iton inferiore ad ■ 

Soddisfatte le sopraenunciaie condizioni gli integrali di'ti' equazione dì^eren- 
ziale E) potsono arere punii critici soltanto nei punti singolari dell' equazione 
dilferenziale stessa. 

09BKHVA2I0NK. — Ai punti (r,(;r) , C(^) )t che hodo punti multipli con tangenti 
separate per la curva algebrica F(a3 , y , y') - 0, che cioè non sono punti di di- 
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ramiiziniie per la K , nessuna condizione deve imporsi. Quanto ali» 2* condi- 
zione del teorema di Fuciis in generale non è aoddìsfatt», perchè in gcnei«ie 
v{sc) non è una soluzione dell' ec|uazÌone differenziale E). 

Per la verifica della 3" condizione di Fuchs si ponga nella E) 

y =-- >!(«) f H 

y' = ^(X) +■ V 

dopo di che la E) diventa del tipo (§ 11, 7J 

v'I.fic , v) 4 unAOie , h) + NtJ' , H , f) = 0. 

Applicando il metodo di Puiscux per la separazione dei sistemi circolari si 
riconosce so il ponto analitico (>i(x) , Z{x)) è veramente un punto di diramazione, 
od è un punto critico neutrj; l'ordine di infinitesimo di un sistema circolare di 
a radici v si trova con semplici operazioni lineari, costruendo il noto diagramma 
di Puiseux. È poi evidente che affinchè sia soddisfalla la 3* condizione è ne- 
cessario, ma in generalo non basta, che sia p > a — J , cioè che y = ij(a:) aia ra- 
dice multipla della F(x , y , ì;(3C)} = 0, almeno dell'ordine a - 1 di multiplicità; 
{;/ =>ì(.i;} è radice multipla d'ordine p -k, + fcj -i-fc, +.., (-i„>«, + «j *-.- f a„ - m). 
Se p — l ed « > "2 la 3" condiziono non è soddisfatta ; in tal caso il punto 
{r,(x) , i'cc)) è un punto di diramazione della S d'ordine > 2 ed è un punto sem- 
plice per 1.1 curva algebrica F(('-) • V jj/')) = 0, nel quale la tangente è paral- 
lela all'asse y ed ha colla curva un contatto superiore al primo. 

Se a = 2 la 3" condizione è corto soddisfatta, 

Se « = 2 la :> condizione è indubbiamente' soddisfatta qualsiasi p. 

CAPITOLO if. 

Condizioni neoesearie e sufficienti perchè l'integrale generale di un'e- 
quazione difFerenziale ordinaria, algebrica del prìnrì'ordine abbia i 
poli fìssi; tutti i punti singolari fìssi. — Applicazione dèi teorema di 
Fuchs alle equazioni del )." e del 2.° grado. 

36. Coneiderlaroo di nuovo l'ociuaziono differenziale 



e cerchiamo le condizioni necessarie e suRicicnti perchè i poli del suo integrale 
generale siano fissi. 
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Poniamo nella E) 

dx~ ic* da' 
Ahbiumo 

., F,(.,„.^)=..(.,i)(i)"-A.(-è)-(sr^ . 

.....A„4.,lV..-.,g,A.(.,i)„.. = 0. 

Se E poli dell'integrale della E) devono essere Assi, preso nn pnnto x = Wo 
generico del piano (a:) l'eqnazione differenziale E,) non deve ammettere integrali 
nnlli per x - x^ a meno che non siano identicamente nulli. A ciò occorre anzi- 
tutto che le radici dell'equazione algebrica in w' ,F^(x ,0 , w') = siano tutte 
identicamente nnlle: e infatti se questo non accade, se cioè queir eqnaeione am- 
mette almeno una radice w' = z(x) non identicamente nulla, allora per ogni 
punto a) = Xo distinto dai punti $ e dagli zeri di e{x) esiste almeno un integrale 
della E,) nullo perac = a;oi 'a cui derivata per j:=a!o è uguale a z{Xo) (Parte 1, 
capitolo II) ed esso non è certo identicamente nallo perchè z{ir,) =^=0. Risulta poi 
con tutta evidenza dalla forma della E,) che affinchè le radici della F,(^ ,0 ,w'j =0 
siano tutte identicamente nulle deve essere soddisfatta la seguenie condizione, 
che è perciò una condizione necessaria a che i poli dell' integrale della E) etano 
fissi, e cioè 

l.« Se le funzioni razionali intere di y , A,{x , y),A,{x , y) ,..., A._,(x, y),A,(x, y) 
tono rispettivamente del grado no , n, "m-i i "bi i '^ numero n^ deve tape- 
rare almeno di un'unità il maggiore dei numeri 

ti, — 2 , ... , n„_, — 2(m - 1) , n„ - 2m. 

Questa condizione non è però in generale sufficiente perchè i poli dell'integrale 
della E; siano fissi: e infatti se essa è soddisfatta l'equazione F,(x,0,w') = 
ammette la radice multipla w'^0 d'ordine m di inultiplioità, onde l'equazione 
differenziale E,) per (x , to) uell' intorno di (ir, , 0] , £Cg essendo un qualsiasi punto 
del piano (x) distinto dai punti ; è equivalente ni complesso di m'<m equa- 
zioni differenziati del tipo 



y., dX "" "" . 

dove a> 1 , k> ì,g^ , g, , ... sono funzioni analitiche regolari nell'intorno di ogni punto 
x = Xq distinto dai punti ^ e lo sviluppo che flgara nel 2o membro è uniforme- 
mente convergente in tutto il piano {x) eselasi i punti ^ e per w ncll' intorno di 
10 = 0; inoltre g^ non s'annulla mai fuori dei punti S- 9e et = 1 l'equazione diffe. 
renziale (1) ammette 11 solo integrale wsO nullo per ai = Xf,. 

TOL. XUT. 86 
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Se a>l bì ponga (1) 
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«j = C 



dopodiché la (1) diventa 

(2) £=».!'-'-"+!/.'*-'"-" + ■•• 

Ora se fc > a — 1 qaoat'eq nazione, qnìndi la (1), ammette an solo integrale nullo per 
X -- Xg ed eBSO è identicamente nnllo; e se &< a — 1 l'equazione (2), qaindi la (1), 
ammette pnre nn solo integrate nullo per x = CCf,, ma esso non 6 identicamente 
nnllo, (§ 15)i e ci& qualsiasi Xq, pnrchè distinto dai punti (, 

Se dunque i poli dell' integrale della E) devono essere fissi 6 necessario sia 
soddisfatta qnest' ulteriore condizione: 

"2.' Si conaideri la superficie di Rìemann corrispondente alla funzione alge- 
brica w' di V definita dalla Fi(x) , w , w') = 0; in ogni pania di diramazione so- 
vrapposto all' origine del piano (x) le a radici vr' corrispondenti agli a fogli che 
in quel punto si diramano devono diventare infinitesime rispetto w d'ordine stt- 

periore ad . 

Le due condizioni finora trovate necessarie perchè i poli dell' integrale ge- 
nerale della E) siano fissi, cioè non si spostino col variare dei valori iniziali, 
Bono anche eridentemente sufficienti: soddisfatte che siano un qualsiasi integrale 
delta E) può avere poli, ma non li ha necessariamente, soltanto nei punti i 
cioè nei punti eccezionali dell' equazione ditfereziale. 

Come semplicissimo esempio prendiamo l'equazione 



2 xy -T^ '^y*■^ ax=0 (a costante determinata) 

1 suoi punti eccezionali ( sono a» = e oc = od ; manifestamente Ìl-sao integrale ha 
i poli fissi, ma i punti critici mobili. Essa può integrarsi; si ha 

■2xv -r- + y* — ax = x-r--\-y*-a!E= -t-2. - ox = 
dx " dx " dx 

onde il suo integrale generale è 



.=Vi 



che possiede precisamente i due punti critici mobili x= ± \/ e due poli fissi 

x=:0,x = <xì, che sono anche critici, coincidenti coi punti i. Se in luogo dei 
termine ax si avesse soltanto a l'integrale sarebbe regolare all' ce. 
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36. Combinando le condizioni necessarie e eafficienti perchè ì pantl critici 
Etano fissi, con le condiziooi necessarie e saBBcienti percbò i poli siano fissi si 
formatano le condizioni nepessEtrie e safficteati perchè tatti i ponti siogolari del- 
l'integrale della E) siano fissi: soddisfatte queste condizioni qualsiasi Integrale 
delta E) è regolare nel campo T che si ottiene escludendo dal piano (x) i punti 
ì e impedendo con tagli opportuni di girare attorno ad essi. 

Osservazione. — Se nell' equazione E) tutte le A(a; , y) sono indipendenti 
dalla 1/ r integrale generale della E) ha tuiti ì punti singolari Assi purché sia 
soddisfatta la 2* delle condizioni del paragrafo precedente. 

Se F(a5 , y , y') è funzione razionale della variabile x i punti £ sono in nu- 
mero finito, com'è facile verificare; onde se i punti singolari degli integrali 
della E) sono fissi essi sono in numero finito; inoltre i loro affissi si calcolano 
algebricamente sulla E «tessa (Parte 1 Gap. II). 

Avvertenza — D' ora in avanti per esprimere brevemente che l'integrale gè, 
nerale di un' equazione differenziale ha le slngolaritii di una certa specie fisse 
diremo cbe l'equazione difiterenziale stessa ha le singolarità di quella specie fisse. 

37. Equazione di Hiccati — Sia data l'equazione irriducibile 

dove A^<x , y) , A.CiP , y) sono funzioni razionali intere di y i cui coefficienti sono 
funzioni analitiche qualunque di x. Perchè essa abbia i punti critici fissi è ne- 
cessario e sufficiente che essa abbia la forma 

(2) ^ = ao(j)y' + a, , (x)y + a,{x) 

dove ao(x) , a^{x) , a,(x;) sono funzioni analitiche qualsivoglia di x. 

Questa equazione è noto col nome di equazioni di Riccati. 

Dunque: 

L' equazione di Riccati è la sola equazione differenziale del 1" ordine e del 
1" grado a punti critici fiiai. 

OssEBV AZIONE.— Che l'equazione di Riccati abbia i punti critici fissi se- 
gue anche da alcune sue note proprietà che ora enumereremo, anche perchè 
qaalcuna di esse ci servirà in seguito: 

l.° Il suo Integrale generale è della forma 



dove f,,fi,t,, <pj sono funzioni .analitiche di x, e è la costante arbitraria d'in- 
tegrazione, che entra quindi linearmente nell'integrale generale: ciò si dimostra 
per via elementare (Picard, Traité d'Analyse t. I, p. 410). 

2.0 Quando se ne conosca un integrale particolare si cond'ice al tipo Ber- 
Qoulli, quindi ad essere lineare, con semplici sostituzioni lineari. 
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3.0 Con semplici sostituzioni IlDeari essa si riconduce a an' equazione diffe- 
renziate ordinaria del 2° ordine. Infatti nella (2) si ponga 






- a,(a;)« + ao(a;)a,(aj) = 
: In questa ponendo 



si ottiene 



<*«i . ir, , ^ .. 1 da,(x) /a.ixy 

ponendo infine 



^ + K * + M(xì =0 con M;iCÌ = -^ *'"'' + (^^) +aa{x)aJx'^\ 
'*'" ' ' ax \ 2 ,' 



dx 



w dx 



+ M(ìb)«j = 



. equazione differenziale del 2" ordine lineare e incompleta. Ad una eolnzionc 
della {S) corrisponde una soluzione ed una sola della (2). 

Soltanto i punti singolari delle funzioni a,t{CC^ , a^{x) , o,'x) ed il punto x= (» 
possono essere punti singolari trascendenti e punti critici poi gli Integrali della i). 

Se l'imegrale' della 1) devo avere tutti i punti singolari fissi, anche i poli, 
la 1) deve essere della forma 



cioè lineare ; i suoi integrali possono avere punti singolari soltanto nel punti sin- 
golari dei coefficienti «0(3;} , a,(x), risaltato ben noto per essere 

y = e ' l- ìa,(x)e' dx+Cl. 

39. Equaeioni del 2^ grado a punti critici fissi. 
Sia data l'equazione irriducibile 

(0 Ao(a: , S)(^|)* + A,ix , yi^ + A,{x , y) = 0. 
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Perchè ti buo integrale abbia i punti critici fissi essa deve anzltuttn essere 
del tipo 

(2) ^ = P(a:,y)+VQ(s^ 

dove P(^ , y) , Q(x , y) sono polinomi in y rispettivamente del 2° e 4° grado al 
piii. In secondo luogo: si consideri l'equazione discriminante 

(3) Q(a!,y)=0 

che è al più del 4» grado in y ; essa non ammette né due radici doppie, né una 
radice quadrupla, perchè si suppone la i) ìrridaoibile ; se la 3; è irriducibile la 
ianzione j/ di a; da essa definita deve essere un integrale della 2) ; se la Z) è 
ridacibìlc essa avrji o quattro radici semplici o una radice doppia e due sem- 
plici, infine una radice tripla e una semplice; le radici semplici e la radice 
tripla devono essere integrali della 2). Infine nella 2) si ponga 

_ l rfy _ l dv3 
Vi ' dx~ w* dx 
con che si ottiene 



dx 



da cai risalta che, se il grado di Q(x, y) \n y h 4, le coudizioni suddette sono 
safficienti perchè i punti critici siano fissi; ma se il grado di Q(a;, y) in if è in- 
feriore al quarto la 4} devo ammettere come integrale «> = 0, cioè P{x, y) non 
deve avere il termine in y* e allora i punti critici sono fissi. È evidente che la 
2) non può avere tutti i punti singolari fissi; ha certo poli mobili. 

Mostriamo che se la 2) ha i punti critici fissi essa si riconduce o all'equa- 
zione di Ricca ti, ad avere le variabili separate, mediante una conveniente 
sostituzione lineare del tipo 

dove bì può supporre il modulo a{x) d(x) —h{X) c(x) = 1. 
La trasformata della 2J mediante la 5) & del tipo 

(6) ^ = P,(a;, u) + vUiaT") 

dove il grado di P,(iP , a), Qi(x, m) rispetto u è quello stesso di P(a', y) , Q(a;, y) 
riapetto y ; inoltre è 
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Supponiamo Q'x, y) del i» grado in ^ e diatlDgaiamo i Befroenti casi pos- 
sibili : 

I.o L'eqnaziODe 3) abbia una radice doppia. Allora bì possono prendere i 
coefficienti delia 5) in modo che le due radici Bemplìci diventino una zero, l'al- 
tra CD. 

Cosi la fi) avrà la forma 

£^P,(fl:, «) + (a{as)M + g(x))v'u- 

RÌBuIta dalle 5) che la 6) ta i punti critici flesi se lì lia la 2} e viceversa. Se 
dunque si eappone che la 3) abbia i punti critici flasi sarà P,(x, 0)=0, e siccome 
il grado di Qi(aj, u) rispetto u è inferiore al 4" cosi P,(ir, w) non deve contenere 
il termine in u'; ossia sarà 

^ = -r(a!)» + (a(a;)« + f(a;))\'K 

e se in questa si pone 



2- = a{x) t» + ^{x) t + p(x) 

ohe è del tipo Ri co a ti. 

2.0 L' equazione 3) abbia una radice tripla ; allora et possiamo 
della 5) in modo da ridurre all' co una delle radici, allo zero l'altro, con obesi 
avrà 

^ = P.(x, u) tp(a!)Vu 
e siccome questa ha i punti critici fissi sarà 

che ponendo u = t* diventa l'equazione lineare 

2df. 

— =T(x)( + §(a:). 

3.0 Le 4 radici delia 3} siano distìnte. Allora si delenninìno i coefBcienli 
della 5; in modo da ridurre tre delle radici ad essere rispettivamente 0,1,-1. 
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Così si avrà Q,(a:, u) = ^l'a;) «(w* - ì)(u - S{x)). Le radici h=0, «=1, «=-1 
della Q,(x:, u)^^ eono Bolazioiii dell'eqnazione difforeiiziale 6}, perchè eaaa ba i 
ponti critici fissi ; quindi sono radici dell'eqa&zione P,(x, u)=:0; ma qaeeta è al 
pi& del 2o gTtido in u, dunque ì snoi coctBcienti sono identicamente nnlli. 



cioè S(x) b nna costnnte 8 ; dunque è 



du 



^ = ^9{=c) u(«» - 1 ) {« - Ò) = A(x) mu) 

dove il poliDOmio di io grado in w indipendente da x 

R(«) = «(«»-!)(« -3) 
si può supporre ridotto alla forma canonica di Legendre 



onde 

du 



^'(l-u^Xl ~ft*w*) 



= A{x)dx 



„(j. 



A{x)dx + C). 



CAPITOLO IIL 

Sull'integrazione delle equazioni difTerenzìBlì algebriche del 1° ordine 
a punti oritioi fissi e sulle trascendenti da esse definite. Teorama 
di H. Poinoaré {'). 

43. Sia 

(E) P(a;, y, y') = 

un'equazione differenziale de) !<> ordine algebrica in y e in y', di grado m io y' 
irriducibile per x generico, il cui integrale generale supponiamo abbia I punti cri- 
tici fissi. Considerando la E) quale relazione algebrica fra ^ e y' e consideran- 
done il genere p che è indipendente da x, fincbè a; è distinto dai punti eccezio- 



(>) Poincaré, Sur un thioréme de M. Fucha (Acta Mathematica t. VII). 
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nall (') perverremo a notevoli risullati circa l' integrazione dell' equazione diffe- 
renziale E). Fa d' uopo dietingaere tre casi a seconda ctie p, che chiameremo 
ffenere dell'equazione differenziale E), è nnllo, ngnale ad uno, maggiore d' uno. 
IO Caso. Sia p = 0. Allora è noto che mediante operazioni algebriche si pos- 
Bono esprimere le coordinate y, y' della curva algebrica E) in funzione razionale 
di un parametro t ; precisamente sì ha 



(1) » = 



ai, (ce, I) 



dove 4)o , (^, , <I>, nono polinomi in l (al più di grado 2m tale essendo al più 
l'ordine di E)) i coefficienti dei quali sono esprimibili algebricamente per mezzo 
di coefficienti della E); e le relazioni 1), 2) sono tali che a ogni punto [y, j/') della 
curva algebrica E) corrisponde un sol valore dt t, cioè si ha 

(3) ■ ( = S(a;, y, y') 

funzione razionale del punto analitico (y, y') i cui coefficienti sono esprimibili 
algebricamente mediante i coefficienti della E). Se nella 3] si sostituisce y con 
un integrale della E) ed y' con la sua derivata, t diventa una funzione analitica 
di XI questa funzione i{x) soddisfa l'equazione differenziale che si ottiene diffe- 
renziando totalmente la 1) rispetto x e confroniando il risultato eoa la 2j; cioè 
l'equazione 

*n— — *. — 

"di ' 9t 

dove P{x, ti è funzione razionale di t, ì cui coefficienti sodo funzioni analitiche 
di X. Siccome l' integrale y della £) ha i punti critici Assi risulta dalla 3) che 
l'equazione differenziale 4J ha i punti critici Assi, perciò essa sarà un'eqnazione 
di R i e e a t i (§ 38) ; abbiamo poi visto come un'equazione di K i e e a t i si possa 
ricondurre a un'equazione differenziale del 2° ordine lineare omogenea; giun- 
giamo dunque a questa notevole proposizione : 

Se il genere p dell'equazione differenziale E) è nullo, l'equazione stessa «i ri- 
duce algebricamente all'equazione di Riccati, quindi all'equazione differenziate del 
2"- ordine lineare omogenea; l'integrale dell'equazione E) è una funzione razionale 



(*) Risulta dal Gap. II parte I ohe il numero e l'ordine dei punti di dirama- 
zione della superfìcie di Riemaun relativa alla funzione algebrica y' di y defi- 
nita dalla E) sono indipendenti da x, finché x è distinto dai punti. 
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dtU'integrate del^equatlone di Rier.atif quindi dell'integrale dell' equaeione diffe- 
Ttnnale del 2" ordine lineare omogenea é drlla tua derivata ; i coeffleienti di 
qiietta fvTitione razionale dipendono algebricamente dai coeffleienti della E). 

2° Cato. Sia p — 1. È noto che in lai caso si posBono esprimere mediante 
apenzioni algebriche le cooi'dlnate y, y' delia carva algebrica E) In funzione 
razionale di un parametro t e della radice quadrata di nn polinomio 6 di 4o grado 
in t, avente tutte le radici semplici ; e cioè 

(5) ff = B(a: , f^/&(a:, ()) 

(6) y'=Ei(a: , tVoii^) 

dove R e Ri sono funzioni razionali di i e lineari rispetto >/(*[«, t), f cui coeffi- 
cienti dipendono algebricatnente dai coetBcienti della E); e 6(x,e) è un polinomio 
di v> grado in t avente solo radici semplici , ì coefficienti del quale dipendono 
algebricamente dai coefficienti della E); inolire le relazioni 5) e 6) sono ull che 
da esse si possono ricavare 

(7) * = S(x, y, y') 

(8) \'i=S,(x, >, I,') 

con S od S, funzioni razionali del punto analitico (y, ^') i coefficienti delle quali 
dipendono algebricamente dai coefficienti della £j. 

Tre delle radici del polinomio 9{a: , () si possono sapporre ridotte con op- 
portuna sostitnzione lineare a coincidere rispetiivaincnte con 0,1,-1. 

Ora se nelle 7) od 8) si pone in luogo di y V integrale della E) e in luogo 
di y' la sua derivata si ottengono due funzioni analitiche di x : t e VO. 

Poiché l'integrale della E) ha 1 punti critici Basi risulta dalle 7) e ti) che 
anche le funzioni ( e- \'À^ hanno ì punti critici fissi, anzi non possono avere punti 
crìtici dove non li ha l'integrale della E). Si differenzi totalmente la 5) rispetto 

z riguardando (ed come funzioni di x e la — cosi ottenuta si uguagli a R, ; 
con ci6 si ottiene l'equazione difTerenziale ordinaria 

im. 1 3H 90\dt 3R 1 cR 39 „ / ,' -, 

Vc( 2Vtì tiV» "*/*= ^^ 2\/9 a^/(l 2a: v » v 

che essendo = (((*- 1);( — 3(x)) è manifestamente del tipo 



19} — ^ P(x , *) + Q(x , t) -ìt(ti -!)((- 3(x;) 

dove F(x, t), Q(a:, t) sono funzioni razionali di t i cui coefficienti sono funzioni 
VOL. XLIV. S9 
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analitiche di x. La faiizione t data dalla 7j soddisfa l'equazione differenziale 9), 
la qnale iia dunque i punti criiici Assi. 

Perciò, se non b Qfce, tì = 0, 6 (g 41, S») 



dove A(3;) è ana funzione analitica di ic e 5 È una costante determinala ; da cai 
segue 



r = kix) d 



onde 

t^lflAixìdx + cS , \''9 = V { j&ix) dx + c\ 

dove )h è il simbolo della funzione ellittica X(u) defluita dalla 
" j v'X(X»-I)(i-3) 



nonica del L e g e n d r e, ( = (l — t*)(l — ft'*»), è ì.(u) = sn(u). Se si suppone • ri- 
dotto alla i'onna canonica del "We i erstrasB, ^=4x'-g^-g,, bMu)=p(u}. 

Dalla (5) risalta che l' integrale y della E) è dato in funzione razionale di 
\{ /Afa;) dx+ cj e \'( \a{x) dx + r\ (lineare rispetto À*). 

Ma potrebbe essere Q(a:, t)^0; allora si avrebbe 

equazione di Siccatt. Ricordiamo che la funzione 

•J'Ì=ylt{t*-l){t-S{x)) 
ha I punti critici fissi; ciò porta che t^O, t^l, t^—l, sono tre integrali 
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p«r x=Xq qualsiasi, distinto dai punti singolari dei coefficienti di P(a^ t); se non 

fosse ( T- 1 = PfiCo I 0) = la funzione ^t{:c) e quindi \/l avrebbe certamente 

un punto critico in x^, perch6 t{x] avrebbe in x^ uno zero del !■> ordine ; dun- 
que è P(a::,,0) = 0; e ci6 qualsiasi x^; ossia è Pia, 0) = 0; analogamente si 
vede che è P{ar, 1) =0, P(a;, - 1^0. Poiché Pfa;, () è un polinomio del 2" grado 
ne viene che P(!c, () ^ 0, cioè 



per cui 

( ± e \'lt = Vc(c»-l)(c-S(a:)) 

dove e è una costante arbitraria. Ma allora £(x) è una costante deicnninaiaò, altri- 
meiitt la funzione V^ avrebbe come punti critici mobili i punti x in cui S{x)=c. 
Dauque l'integrale^ della G) è funzione razionale della costante arbitraria e e di 
Vc(c- - i)(c - S) ed è funzione algebrica del coefficienti della Ej. 

Possiamo In tuiti i casi concludere che : 

Se il genere p dell'equazione differenziale E) è eguale ad 1, l'equazione steasa 
li riduce con procedimenti algebrici ad una quadratura. 

30 Caso. Sia p>ì. Per istudiare questo caso 6 necessaria una breve digres- 
sione. 

44. Si consideri il campo T che sì ottiene' dal piano (x) escludendo i punti 
l e impedendo alla x di girare attorno ad essi. L'Integrale della EJ ò ad un va- 
lore in tale campo. 

Si prenda un pauto Xo io T e si consideri la superficie dì Bicmann B 
relativa alla funzione algebrica i/\ di j/o deflnita dalla 



(R) f(x, 



Va , 



Poiìsiamo supporre Xg tale die la R sia irridacibile, data l'irriducibilitA della 
E) per X generico. Partendo da Xg coi valori iniziali pf, , j/'^ dell'integrale corri- 
spondente al punto (y, , j/\) della R e andando su un qualsivoglia cammino con- 
tenuto In T ad un qualunque punto x di T si giunge in x con determinati va- 
lori (inali !/, y' dell' integrale e della sua derivata, I quali non dipendono dal 
cammino seguito, ma dipendono soltanto da x e dal punto analitico (^q , y'^ della 
K. Per an teorema stabilito (Parte I cap, IV) il valore y e quindi anche il va- 

dx 

presentare su tutta la R a distanza finita o infinita che singolarità algebriche; 
d'altra parte sono funzioni uniformi su tutta la R, quindi sono funzioni razionali 
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del ponto analitico (jfg , y'^) ; cioè si ha 

y = Y«(^ . ì/ù I =c«) ■•- TiVa: , y, , xjy'» +. .+-if,_,(ic , y, , a:,)y'o""'=*(x . y^ , y'o > scj 
(10) 

dove Tb 1 Yi T ■ • - 1 T«.i Bo"" funzioni i-azionati di y, (in generale fratte ; sareb- 
bero intere se i poli fossero tlasi) 1 cni coefficienti sono fanzloni analitiche di x\ 

fc ■!•'_= -i , .... Y_ , = — r- • Inversamente se el considera la eoperflcie di Rie- 
' " rfx rix 

mann 8 relativa alla finzione y' di y definita dalla relazione algebrica 

IS) F(,x, y, y')^0 

e si parte dal ponto x coi valori Iniziali y, y' dell'integrale corrispondente 
al pnnto analitico 'y, y') della 8 si giunge ad x^ , qualsiasi il cammino cbe sì 
segue stando in T, coi valori y^, , y\ dell' integrale e della sua derivata, ì quali 
sono funzioni razionali del pnnto analìtico (y, y') della 8 ; cioè si ha 

Vo = 8(,(^g , y , a) ( S,(a:o , y , x)y' + . . . + 5,^,(xo > V . x)y"~' 
y'o=ò'«(a:o . y , a;)+ Ò\ixg , y , x)y' + . . . + 5'„.,(k„ , y , 3:)^'""-" 
dove Sg , S, , . . . , S„_, sono funzioni razionali di y, 1 coi coefficienti sono fun- 
zioni analitiche di a; ; è 8'^ = t-* , . . . , 3'^_, = *~' . I valori y^ , y\ sono na- 
turalmente legati dalla relazione f(xo , y^ , y'J = 0. 

È dunque evidente che le eqnazioiiì 10; stabiliscono nna corrispondenza bì- 
razionale fVa le euperficie di R i e m a n n E ed S, o, se vuoisi, fra le cnrve alge- 

briclie R) ed S). Ha la funzione y = <l>\x , y^ , y'^ , xj 'rappresenta ncil campo T 
l'integrale generale della P); y' = -^~ ne ò la derivala; per cui pnò dirsi che: 

Vintegrale generale di un'equazione differenziale del 1° ordine algebrica E) 
a punti critici fieni definisce ineieme alla tua derivata una trasformazione birazionale 
fra le curve algebriche R) ed S) dove x, ed x sono comunque fissi, distinti dai 
punti ^. 

Osservazione. — Nel caso particolare che la E) sia del 1° grado, cioè sia 
un'eqnazione di Riocati, si ha 

y = yj^x , yo , Xo) , y^ = 5o(a:, ,y,x) 
dove Yo ^ ^0 Bono funzioni razionali rispettivamente di y^ e di y; onde è 
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dove f 1 , fi , ?g , <tt sono funzioni analitiche di x\ rienltato noto per altra via 
(§ 36). L' integrale generale stabilisce an' affinità, circolare fVa il piano (y) e il 
piano (yj. 

15. Il teorema del paragrafo precedente condurrà all'integrazione dell'equa- 
zione £} quando avremo stabilito cbe : 

Date due curve algebriche dello atesto genere p -> 1 

(1) f(x, y) = 

(2) F(X, Y) = 

non i possibile passare dall'una all'altra con trasformazioni birazìonali fra le 
curve; oppure ti può passare dall'una all'altra soltanto con un numero finito di 
trasformazioni òìrazionali fra le curve e queste trasformazioni si detenninano 
con procedimenti puramente algebrici. 

Sia m il grado di f\x, y , n il grado di r(X, Y). Siano Q,(ar, y), Q,(x, y},.., 
Qfi(^- y)> P polinomi aggiunti della 1) di grado (m— 3} linearmente indipendenti 

P,(X, Y), P,CX, Y) Pp(X, Y), p polinomi aggiunti della 2) di grado (n-3) 

linearmente indipendenti. 

Se le eqtiszioni 

( I = r (X, T) 

(3) j 

( y = r,(X, Y) (r e r, simboli di funzioni razionali) 

etabiliBCono una corrispondenza birazionale fra le curve 1) e 2) osse mutano un 
integrale di 1* specie relativo alla 1} in un integrai» dì 1* specie relativo alla 
2); e viceversa le equazioni 

l X := R (I, ì,) 
(4) 

I Y = R,(x, y) (Red R, simbolo d! fanzioni razionali) 

elle si deducono dalla 3) tenendo conto della 1) e 2), cambiano un integrale di 
!■ specie relativo alla 2) in un integrale di !■ specie^ relativo alla 1). Se quindi 
bÌ considerano i due ìnlegrali eli !■ specie 



M^- , /' 






1 si opera in essi la sostituzione 3) si avrà 



I S^L«\u = / B.P.'X, Y) + . . . + B ,F,(X, Y)^^ 
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dove A, , . . . , Ap , B, , . . . , Bp sodo costanti detenninate ; da cui ei ricava 

Q,(». y) ^ BiF,(X, Y) + ■ . ■ -H BpPp'X, Y ,^^ 



dalle quali dividendo membro a membro si ottiene 

(5) 



Qi(3:, y) _ A,P,(X. Y) ->-■■. + A^P^fX, Y) 
Q,(ar, y) " B,P,(X, YJ + . . . + BpPp(X, Y) 



la quale è ana relazione fra lo coordinate dei pantì delle curve 1) e 2), che 
sussiste in virtù della a) e anclie in virtù della 4j. A ogni irasformazione bira- 
zionale esistente fra le 1) e 2} corrisponde tuia determinata relazione 5). Vice- 
versa la relaziono 5) UDitamento alle 1) e 2i dL'flnisce la corrispondenza birazio- 
nale a), perette dalle K) e 1) teiiendo conto delta 2) si ricavano le 3); ogni coi': 
rispondenza birazionale fra le 1) e 2) è dunque definita da una relazione come 
la 5) ove si attribuÌBCsno alle costanti A o B, riguardate come indeterminate, va- 
lori convenienti. Allora per dimostrare il teorema si consideri a priori una rela- 
zione come la 5) lasciando indeterminato le A , B. Indichiamo con la lettera r 
affetta o no da indici funzioni razionali^ con la lettera a funzioni algebriche. 
Dalla 5} Insieme alla 1) possiamo ricavare 

a: = a (X , Y , Aj , A, , . . . , Ap , B, , Bj , . . . , Bp) 

j/ = a,{X , Y , A, , A, , . . . , A, , B, , B, , . . . , B,). 

Introduciamo ora In queste il valore 

Y .- «(X) 

che si ricava dalla 2). Scrivendo che 

l a; = a (X , a{X) , A, , A^ , . . . , A. , B, , B^ B„) = rix , a(X)) 

(6) ■ _ 

( fj = «,(X , a(X) , A, , A, , . . . , Ap , B, , B, Bp) = r, (x , a(X)) 

verremo a pon'C delle relazioni algebriche fra A,' , Aj , ... , A^ , B, , B, , ... , B^. 

Analogamente ricavando dalle 5) e 2), X e ¥ ed esprimendo che quando x 
e y siano legali dalla 1] i valori X, Y bouo funzioni razionali di (x, ;/) si otter- 
ranno altre relazioni algebriche fra le A e B. Indichiamo con (S) il complesso 
delle relazioni algebriche cosi ottenute fra le A e le B : 

o le relazioni (5) sono impossibili e allora non esistono trasformazioni bira- 
zioiinli fra le 1) e 2) 
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le relazioni (S) sono poeeibilf e determinate e allora ammettono un nnmcro 
finito dì soluzioni ; le A, B si e3prini':n3 mediante operazioni .ilgebrìclie ese^ite 
sni cueBBcienti delle 1) e 2); a ogni* soluzione corrisponde una trasforrauzione 
birazionale 6) fra le t e 2), che resta defluita dalla 5) insieme alle 1) e 2) quan- 
do nella 5] si ponga quella soluzione ; non possono esistere trasformazioni bira- 
lionali fra le 1) e 2) distinte da quelle che cosi restano deBnite; onde si ha un 
namew fluito di trasformazioni blrazionali fra le 1) e 2) ed esse sì ottengono 
latte con procodiment! algebrici. 

11 teorema resta cosi dimostrato, perchè le relazioni (S) uor. possono essere 
iudelerminatc: se infatti ciò avvenisse alcune delle A, B si potrebbero esprimere 
in fanzione algebrica delle altre \ allora la 5) associata alle 1) , 2) delloirebbe 
trasformazioni blrazionali 6) fra le 1) e 2) dipendenti algebricamente da quelle 
A, B rimaste arbitrarie ; sia la 3) una di tali trasformazioni. L'espressione 



i A.P,(X, Y) + ...^--ApP,(X, Y) 

J ^\ 

L 

/" b,P,(X, Y) -I. ... -.- B,P^ X , Y) 



dove L è un qualsiasi cammino sulla superficie di Biemann 2) che va da un 
punto (X, , Yp) a on punto generico (X, Y) senza compiere influiti cicli, dipende 
algebricamente almeno da un parametro À, che è una delle costanti A, B; perciò 
essa diventa infinita almeno per un valore ì, di questo parametro. Ma per la 3 
al caromìDO L corrisponde sulla superficie dì Riemann 1) un cammino 2, cbc 
non compie infiniti cicli e di cui ogni punio tende con continuità verso un li- 
mile determinato quando À tende a X» ; sìa lo il cammino limile di / per À=Xf| ; l, 
pnò ridarai a un punto Ijr, , yo). Si deve avere 

l^^ElIUx^ llm | A,F,(:.,Y) + ...tA,P^a.,Y) ^^ 
I, L 

) r, x=xj f", 

il Che è impossibile, percbè mentre il '2" membro liA valore Infinito il !•> raembi^ 
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è nna quantità, Anita. Siamo pervenni! ad an assordo per aver sapposto le (5) in- 
determinate (')• 

46. Ritornando all'equo zione £i supponiamo dunque che il suo genere ;> sta, 
maggiore d'ano. Abbiamo vìbio (§ 44] che il ano integrale generale 

y^^ix ipo , y'a , Xo) 

definisce una corrispondenza birazionale fra le due curve algebriche di gene- 
re j> > 1 

(R) vixo, Po, y'o)=<i 

(S) F(a: . ff , !/') = 

la quale è rappresentata dalle .equazioni 

• 1 y = ^{x , yo . y'o xj 
(10) 

Perciò se in base al teorema del paragrafo precedente si determinano tulle 
le trasformazioni birazionali fra le carve Rj ed S), fra queste , che sono in nu- 
mero finito e che si determinano con procedimenti algebrici, figurerà la trasfor- 
mazione birazionale 10): se questa non è la sola trasformazione birazionale f^a 
le R), 8} le altre si ottengono da esse effettuando sa {i/o > y't) i^'"* qualunque 
delle trasformazioni birazlonali della curva algebrica R) in ab stessa (*); perciò 



(') Questo teorema potrebbe chiamarsi teorema di Sobwarz e Klein, ia- 
qnantochò lo Schwarz lia dimostrato (Journal de Creile, t. LXXXVII^ che i>on 
esistono trasformazioni birazionali dipendeati Baaliticamente da nn parametro fra 
due curve dì genere p> l, o di una curva di genere p > i in sé stessa *, Klein 
ha dimostrato che non può esistere un'ÌDfiui(& discontinua di trasformazioni birazio- 
nali fra due curve di genere ^ > 1 , o di upa curva di genere p> l in aè stessa; 
la sua dimostrazione, assai laboriosa, é fondata sulla teoria dei gruppi e trovasi in- 
serita nella citata memoria di Poincaré. Il principio della dimostrazione da noi 
esposta è dovuto al Picard (Traité d'Analyse t. II ; Journal de Ifathématique 
18S9). Se invece p = le trasformazioni birazionali fra le due curve dipendono li 
nearmente da tre parametri; se p=\ dipendono da un parametro (Picard, Traité 
d'analyse, t. II). 

(*) La stessa dimostrazione del § 45 vale a stabilire che una curva algebrica 
di genere p > 1 ammette un namero finito di trasformazioni birazionali in sé stessa. 
Se T, U rappresentano due trasformazioni birazionali fra R), S), la TU~' è una tra- 
sformazione birazionale della R) in sé stessa. 
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definiscono esse pare l'integrale generale della E); sono cioè tante forme dell'in- 
tegrale della E). Dnnqae per ottenere l'integrale generale della E) basta deter- 
minare una qualsiasi delle trasformazioni birazionali tra le carve R) ed 8); nna 
almeno di queste esiste, perchè esiste l'integrale generale della E); il problema 
dell'integrazione della E) è cobI ricondotto al problema puramente algebrico ri- 
solato al § 45. Abbiamo adaoqne questa importante proposizione: 

iSe li genere p deU'equaKione differenziale E) è maggior d'uno, Vequazione ti 
integra con calcoli algebrici ; V integrale è funtione algebrica dei coefflcienti 
della E>. 

Obsbbv AZIONE. — Se F(x, y, y') è un polinomio anche rispetto x l'integrale 
della E) è funzione algebrica di os. 

47. I risultati stabiliti nel presente capitolo bÌ riassumono nel 

Teorbua di PoisokKt.—Data un'equazione differenziale del pritn'ordine al- 
jrebWca a punti critici fi»»i, »e il tuo genere p i nullo l'equazione si riduce con 
operazioni algebriche all'equazione di Siccati^ se p:^l l'equazione ei riduce me- 
diante operazioni algebriche ad una quadratura'^ te p>l l'equazione t'integra me- 
diante operazioni algebriche. 

Conseguentemente : 

/.e tratcendenti definite dalle equazioni differenziali del 1" ordine algebriche 
a punti critici fisti non tono trascendenti eisenzialmente nuove, irriducibili cioi 
alle trazcendenti conotciute e agli integrali delle equazioni differenziali lineari. 
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SUR UNE ÉQUATION FONCTIONNFXLE 



NIELS NIELSEN (à Copenhagùe). 



Thnn rtmt neberehes Bor le logvrtthoie intéra! j'ai «té condafs & détermtner 
noe foncUon F(ic, r, f) des trois variableB complètea x, r et p qni s&tisfait fr ces 
troia conditions : 



(1) 

(2) 



{1+xr 



(3, j.(„,,,p, = E(£riL+i). 

p 



Or, qaoiqae d'aatre méthodea générales m'ont permis de détermlner Immé- 
dlatement la fonction F(t^ r, p) dont il b' a^t, la résolation dìrecce de ce pro- 
bliaa p r éaaaM «a «eptaia iMérAt p««r des JeWMs ««(MnratieieBfl, ee «e «emMe. 

Qaaot t la déterminatlon directe de la fonction F{x, r, p) preaons ponr point 
de départ 1' éqaatiOB (2) qui est aoe éqaation aux différeaceB finlea, llaéalre et 
QOD bomogène, da premier ordre. 

Or, la réBoluiion de cette éqaatiOD n'étant paa facile, pOBOUS 

(4) !>, r, ?)^rtp}-G(«, r, ^), 

pois dìvi8«iia par r(p + 1) lee deox membres de (3), il rdsolte poar Q[x, r, p) 
oetta éqaation analogme tnaiB più commode : 



Vif + 1) (i + <r)^-' 
Cela poBé, déBignODB par Qi{x, r, p) et C>,(a:, r, p) deox Bolatlons dlOérentes 
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de {&), il réulu poor U fODotloB 

H(a!, r, p) = 0,(2!, r, p) - QJ^x, r, p) 
eette éqoation homogèoe : 

(6) H(x, r, p) = ar-H(«, r, p + 1) 
qui admet commo utlatdMtB gtoèrale la fonction 

(7) E(x, r, f) = 6t(x, r, p)'X-* 

ofl la fonctioD b>{x, r, p) doit satisfatre à la condltloa de périodlclté 

(8) w{a:, r, p + 1)= «(«, r, f} 

mais étaat da reste eoupt&toaeat arbltratre. 

Bn effet, od volt qoe le qnotient de denx solatlonB differente» de (6) doit 
tatiafaire à la coodition (8); déeignonB invereement par H(a;, r, p) une solution 
qnstcoDqne de (6), la fonction bt[x, r, p)-H(a;, r, p} , où ià(x, r, p) satisfait i la 
condltlon (R) est également une solution de (6). 

Or, l'éqnaiioD (6) étant résolue, il s'aglt sealement .de b-ouver une seoie so- 
lution particalière de (5), ce qui s' effectnera immédiatement. En effet, m roit 
Bans pelile que la fbnotiOD' 



^(».-.rt=s '''!,:::'r' 



^ r(p + • * 1) (1 + a^T"^^ 

raprésente une Mie soIntloD particalitoe, pooiru qu'elle a db ssbs; o^Mt-afdire 
ponrTD qne la sèrie InAnie qci flgare an aeoond membra de (9ff soit eoareegflatt^ 
ce qui a liea ponrra qne p — r ne soit pas é^al a un négtaH eatior et qm 
}^<\l+x\. 

Mettons ensulte x = a + j^, ob a et ^ sont des nombres rMia, Il risata 

«» + f»<(a + l)» + p» , a>-— ; 

telles sont lee coiiditions de convergence de la sèrie easdite. 
Cela pose, nouB rnvons démentrd eette première proposltiMi : 
La solution la pina generale de l'iquation ause diffirevce* ftnié» (2) i« pré- 

unte »oug cette forme 

(10) re*, r, p) = r(p)-K(a;, r, p) + r(p).u(«, r, p)-»"' 

où bi(:r, r, p) f.tt une fonction arHiraiTe qui aatiafait à la condition (8), tandia 
gue Kiev, r, p) alt définie par la formule (9). 



iy Google 



X 3I« )( 
Bevenons maiotenant & l'éqnatlon (1), paìs appliqaons l'Ideatile evidente 

SK(x, r, p) ^ r(p - r + g 4 1) / g-x^' (p-r + g + Ij-jc* \ 

Sx ~ -> r(p + g + 1} * \(1 + a:)^-'+'-+' (1 + xf-"^'** ) ■' 

nona anrone, en y loettant « = (p + g) - p, cette autre identilé 

^1) 1 



d'où, en verta de l'éqaation (5), 
Appliqnons ensuite l'identité 

te ^« 

i) est évident que la fonction (IO) ne peut Batisfafrc à l'équstion fonctionnelle (1) 
que daos le cas, où w(x, r, p) est indépendante de a;, d'où, celle antre proposi- 
tioD : 

La fonction 

(12) F(!B, r, p) = r(p) • K(a!, r, p) + r{p)-u(r, pj-aj-P, 

oH u(r, p -t- 1) = (ii(r, p), représente la totution la più» généreUe dea deux équatio ns 
fonetionnellea (1) et (2). 

Cela pose, eapposona positÌTu la panie réelle de p, il est évident qae la fonc- 
tion {Vi) ne pent gatisfaire & la condition (3) qae danB le c&s particnlier où 
l'on a Identiqaement u(r, p) = 0. Kemarquone maintenant qae bt{tc,f) est nne 
fonction póriodjqae de p aveo la période additive + 1 , nne simple rédnclion 
donnera finalement : 

La »eule fonction qui aatitfait aux troit conditiont (1), (2) et (3) eat la fonc- 
tion hjfpergiométrique 

(13) V{x, r, p) = i^f:iIÌA.F(p - .+ ,, p, p , 1, -^) . 

oii il faut admettre à la foi»: 

1) la partie réelle de x più» grande gue — rj- 

2) 5U« p — r n'est pae égal A un négatif enlier 

'i) que p n'egt pae égal à zèro ou à un négatif entier. 
Qnant aax deus dernières de ces troia conditions, elles sont indispensables 
ponr que la fonction chcrctiée ait un sona, tandis qae 1' on sali qae la fonction 
hypergéométriqae qui Sguro au second membre de (13} est holomorphe dans toute 
l'étendue. du pian des x à l'cxception dea deax valoars jsotées x =—l, x-m qui 
Bont ginératement des pointe siagoliers poar noCre fonction. • 
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INTORNO AD AICDNE FUNZIONI CHE GODONO 
flaiE STESSE PROPRIETÀ DELLE FUNZIONI CIRCOLARI (') 

NOTA 

DSL 
Oott. PIETRO PATRASSI 



^^ideriamo la serie esponenziale : 

che sappiamo esser convergente per qnalanque valore fluito di x. 
Indicando con a nns radice primitiva dcll'eqnazione : 

(I) «''-1=0, 

ove n è an namero primo, è noto che le n radici della medesima sono date 
dalle prime n potenze di a ; e che a""*"' = a, a"** = a*, . . , a*" = 1, o'"** = a, eco. 
E qnindi si ha pure che, per qaalsiasi valore di m, differente da 1 e da un mnl- 
tiplo di n, le n radici della (1) sono anche rappresentate dalle potenze: 



{') Si i occupato pel primo dì tali funzioni Olivier [Creile, Journal fùr die 
JUathematik, Band. IIj, dimostrando alcane proprietà in casi particolari; poi H e 1 1- 
wig {ÀTChiv der Mathematik und Phitik, Orunert. Band. 21). In nltimo, e più 6- 
stesamt^nte, il Dott. Nicodemi ha trattato lOiomale di Matematica di Batta- 
glini. Voi. XV, 1877) funzioni più generali di quelle iperboliche; e per qoanto io 
sappia, nessnn altro si è occupato di tale argomento.— In questa nota mi propongo 
di studiare funzioni più generali delle funzioni circolari e, seguendo spesso una via 
analoga a quella tenuta dal Nicodemi, dimostiarne varie proprietà e dame delle 
formolo generali, tanto più interessanti, in quanto che è nota la grande applicazione 
delle funzioni circolari nelle Matematiche. E in particolare sotto questo punto di 
vista, credo utile tale studio. 
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e sono evidentemeote soddiafatte le identità : 

(a) a" + a'" + o** + . . . + a"" = 0. (ove m40 (mod.n) 

lovece per m = » o ad an maltiplo di n, si ha : 

(fc) «•* + a*"" + a^" + . . . + a*"' ~n (p Intero) 

Indicando poi con ^ tina delle radici dell'equazione: 

k" + 1 = 0, 

ove n è sempre primo, le n radici della stessa sono : 

pa , ga» , pa» . . . pa" , 

elle soddisfano alla identità, dedotta dalla analoga (a) : 

(e) pa" + po'" -i- ga»" + . . . + pa"" = 0. m+O (mod.n) 

Ed inoltre: p" = - 1, g"" = + 1, ^f"* = - 1, ecc. 

1. PremesBo ciò, poniamo nella (A) in luogo di x ordinatamente ptc , pax, 
^a*x , . . . , ^a.*~'x ed otterremo : 



,M.=,,f,+p._+ . 



■ S—'-^i»— -^i -^ 



^2) ■«P-'-i=Ug,i«+^.a*^ + 



it(n-r+l) 
-.■-•+1 



ieS"'^'*=l+Pa'^>a:+g»«»t'-it-^. + . . . +p-'+»al*-')l-^») - 



lt(2) *^ ltt«-rtl) ^ ■ - • • 

Moltiplicando ordinatamente le (2) la 1» per 1 , la 2» per a**"**' , la 3»' per 
a*'""'*" . . 1' ultima per a'""'"""**'' e sommando membro a membro, tenendo 
presenti le Identità (a, b, e), si ottiene : 

(3) 

' x'~^ a;""''" a-ix-'+i \ 

= "'>"' ìi^rrc) - ,(„-.->!) ♦ ,-(2;r^,-i) - ■ ■ •' = "'"*•'=■' ■ 

avendo chiamato ^,{x) l'espreasione racchiusa fra parentesi nel 2" membro. 
Vogliamo studiare le n funzioni che si deducono dalla (3), facendo « = 1 > 
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2 . . . K, ouia : 



Li|.,cx)=fl^+«i'"+ep'>'-i- +ep«''~'* =y y^ 

' 1 ^ 

lif'.>,(ar)=.»'ta"-'«»«'+a«"-'>«'*'+ +a(»-i|l>-il«M'' '' =2 a«— 'e»"'» 



W( 



«^'-■■|.^»-)=«''+a"-"-'«'"'+a'<"— *"e»''"+..+iil"-'""-""e'«""''=^«K"-'*»X" 



L« (4) esprimono le n ftanzioni ^x) per espoiiejiziali : se Togliamo I ioro 
BTilappi per le potenze di a:, dalla (3) stessa otteniamo : 



a:" «'■ VI x"^ Vi 

♦■-""''•(T) " «ntl) * •(2»+l)~ " . /"'''•(y+l) 

a:* X*** a:*"** vi a'"*' 

^■^'^'i(r-^) ~ .(n+r-l) ^ .(2i,+>-l) Vi.' ''' •(J»>H'-T) 

(.1- '•" *'"' 1 "^' =y,-ii- '^"-' 

* ' .(n-ll .(2»-l) ^ HSn-1), -yl* "^ «(im+n-1) 
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Le (5) esprimono le <|i per mezzo di serie ordioate secondo le potense cre- 
scenti dt se, ciRacnna delle qnali è parte della serie esponenziale «"': conseguen- 
temente le ^(x) SODO deftaite per qaalnnqne valore Bnito di a;. 

Per » = 0, ^i(.x) = l, mentre tntte le altre funzioni si annullano. 

Derivando rispetto ad x : 

~r-» !!.'•+'■-* ~»n-r-» 

^ '^*' R(r - 2) it(ft + r - 2) it(2n + r - 2) ^"^^ ' 



A'(x) = - — + — Z. + = _ (L fa:) 

Danqne: < Ognuna delle funzioni rappresenta la derivata della seguente e 
l'altima, col segno cambiato, la derivata della prima. > 
Derivando r — 1 volte <Ii,.(ir) : 

<j/,.!'-»(a;) = ^lix). 
E in generale; 

( se |i<r:ii.^<W(a:) = «l.^„(a:) 
(A) 

, t se i. > r : V"C*) = - ♦«W^)- 

In particolare , per r= 1 : ^,'^(1) = ~^„.^+i{x) 

e per II = n : *^(»*(a:} = - ^^x) 
Evidentemente si ha pure che : 

■!,,(•-■•>(;»:) = - ^J-"\x) = + ^^{x) , ^^i"'\x) = <!'/•'(«) = - ^^(x), eco. 

2. Le (4) definiscono le ^(x) per esponenziali: reciprocamente dalle ^4) po- 
tremo ottenere le espressioni di dette esponenziali mediante le ^. 
Sommando le (4) membro a membro : 

nella qnale mntando x in oTx : 

(«) ««•''=£^P"t,(«'i). 

Ora dalla prima delle (5; si ricava (essendo a'*'* = 1) : 
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Derivando la precedente n — p + l volte, tenendo conto delle formole {d}, 
siccome : 





♦ .' 


—'*n{i'x) = - a'<'-'"li|.,(a'a:) 


si otterrà ; 




.t,(«)=--.'l»-""4.,(,'=;), 


ovvero : 






(«) 




«,(a'»)=.'"-l<.,W. 



SoBtiraeDdo quindi nella (e) a ^p{a''x) il valore precedente : 






cbe è la formola che volevamo determinare. Ponendo nella stessa r = 0, 1, 2 
... (n — 1), ricaviamo : 



(') 






.f'-=y(«'P)'-'+,M 

1 '' 



6p«*'"'*=2;(a-^er'V=^) 



le quali esprimono le esponenziali per mezzo delle funzioni ^(x). 



3. Diamo sablto la relazione fondamentale esistente per le nostre fanzloni. 

VOL. xuv. 41 
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Dovremo perciò ricordare il seguente teorema, la cni dimostrozioDO omette- 
remo per brevità ('), 

«Se a, , n, , . . . , ^„ sono ti quantità reali o complesse, il determinante : 



è una funzione omogenea delle a, di i;rado n, che è decomponibile in n fattori 
lineari nelle a e ciascuno è una somma di n termini; ossia: 



Ed ora moltiplicaudo le equazioni (7) membro a membro, abbiamo : 

n, £^(f'-'v»^')»""""='- 

Ma evidentemente il primo membro di quest'ultima relazione non è altro che 
il determinante 1, in cui alle a, , n, ,..., a„ sieno rispettivamente soslitnite le n 
funzioni ^,(x), ^<^t(x), ^^^(x) , . . . , J"''i|'„(;r): quindi avremo: 



l8) D = 



r"'V^) ?'"''ir.i(-«) ^'"''+.-,(1) 



S''<!'r*((«) 



che è appunto la relazione tra le «l'i che volevamo determinare. 



(') Cf. Pascal. Determinanti.— Qiiesio teorema fu enunciato dal sig. S p o t- 
Bwood (Creile Jounial fUr die Miitliematìk, Band. 51). 



iy Google 



)( 3-23 )( 



Faceiaao degli esempi. 

Per n = 2, ^ = f, quindi ei ha : 



D = 



*,w 



IW) 



= +.(=■)' + ««)' = I,- 



che non è altro che la nota relazione fondamentale per le fhnzioni circolari : 



cos'a: + sen'a 
Per n = 3, j? = — 1, onde abbiamo ; 



-. ì. 



= i,im' - i,{x)' + ♦,(»■ + 3t,(a;)t,(a:)fc(x) . l. 



Per a = 5, g = - 1, tjulndi : 

^gfa;) - 4'2'3;) "tiCf^) W^) -'^*(^) 

♦sfa') -"tiCa;) ^aix) -^1,(05) >p,(tB) 
ovvero sviluppando : 

+,(a:)' - t,W> t i,(x)' - i/M' + fcW + 

+H.('!'ìl*.(x)'«x)'<+,(x)'*,(x)'l-6t,(x)lt,(x)'4.,{x)'+t.(x)'<.,(x)'|+ 
+64.,(t<;)H.,(x)'Wx)=+«x)'+,(x)'|-5t,(xH,(x)t,(x)t,(x)t5(x)=l. 

4. Ci proponiamo ora di ottenere le forniole di addizione per le nostre fhn- 
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Le (7) per due varlAbill sr, y qaalnnqoe, anche complesse,, daaao : 

,f'-=2](«'f)'-4./a:), «f» = j (.'fìf-t/!,). 

1 ' l ' 

Holtfplicando le due equazioni membro a membro: 
o poiché pop' sono indipendenti tra loro, anche : 

,(.',««, ^|j^ ^(.'f i'"- v»«)V»)- 

Ma dalle (4) abbiamo, ponendo x + ;/ in luogo di x : 
ovvero, soatituendo nel 2" membro ad e'^''<«+»') j| valore aopra trovato: 

♦.(«= + V) ' Jrr^ ''"""' È. ..(''■pr'-*wx)v»i = 

l'i ''■'' 
e poiché a"' = 1 : 

Ora la somma: V o''""'''*"" è agaale ad n o è nulla, secondochè si veri- 
fica no la congruenza : 

p+p' — •— 1^0 (mod.n) 
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e qaindi, voleodo ottenere tutti i termini dello sviluppo ^,{x + y), converrà far 
variare p e p' la modo però cbe ia detta congraenza sia soddisfatta. Si avrà 
perciò : 



«{•.(a; + y) =2 .^'"'~%('^)^p-(y>- 



Volendo determinare effettivamente i termini dello sviluppo, converrà tro- 
vare per p, p' tutte le solasioni possibili delia precedente congruenza. Notiamo 
perciò che non potendo p+p' esser maggiore di 2n , la congraenza dà origine 
alle seguenti dne equazioni : 

p + p' = t + 1 , p+p' = n + » + l. 

Onde p, p' potranno assumere i seguenti valori : 

^=1,2,3. ..•;»-i-l,« + 2,...,M 

p' = »,« — 1,8 — 2,...,l;n,n — 1,...,»+1. 

Quindi avremo : 

4/x + y) = ■t,Ca:)*.(v) + W.^)^»~i'y) + ...+ *,(a:>it,(y) - 

- !'}'.+.(»)+»({/) + *.+.(*)*n-iCy) + • ■ • + *»('r)*.+,t!)) ì . 
o brevemente : 

(«') U^ + y)=y *p(ar)<^,.p„(y)-V +,(Ji)<l'„+..,-/l/)- 

Nelle precedenti dando ad < tutti i valori da 1 ad n , si ottengono le for- 
molo di addizione per le funzioni <{<. Se poi mutiamo nella (9') j/ in i/ + z e 
quindi z In z+n ecc., potremo otrenero tmu formola generale per l'addizione 
delle funzioni i|r, per qualunque numero di variabili. 

La (9) al potrebbe ottenere in una maniera più rapida, servendosi della for- 
mola nota di Taylor: 

Per 11 = 2, ^i{x) = coAX, ò,(:r) = semr : quindi facendo nella (9) successiva- 
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mente « = 1, 3, si iiAnno le noie formole per le (unzioni circolari ; 

[ cos(x -f 1/) = COGX C03J/ — senx sen^ 
( scnCj: + y) = senx cosy + seny cosK. 
Per n = 'à, la (9) dà, ponendovi successivamente s = 1, 2, 3 : 

(f) U" + ») = 4|te)tó) + U^Mvì - iMM) 

Dalle precedenti otteniamo poi : 

*i(a; + t() - Wa: + y) + 4,{a! + v) = it.Cx) - ^..(a!) + ■>,(ir)| l^,(s) - </,(!/) + t,(s)| , 

fonnola analoga a quella delle funzioni circolari. 
Cambiando nelle (/) y in y + z, si ottiene: 

-'l',(x)t,(l/)*,W-t,(a;)i>,(s)-fcW-*,(x)t,(!/)t,(«)-«x)-t,(y)t,(.)- 
-+,(a;)t,ii/.ti(=) 
t,(a;+!/+.)=4,(x)t,(vì'},W-*.(x)t,(l')'l'.(«)-fcW'l'.(!()'ì'i«+4'.W'l'.(V*W+ 
+i|'.(«)'l',(V)t,(«)-+,(Wt,(i/,«,(s)-«WW!()tiW-W'«».(!/)'l'.W- 

i>,te+yti)=4.,(wt,(j/H.,w+'l',(a;4i(a)t,W+'l'iWt,(!/)'|i,W+'l,(x)i>,{!/)'|<,W+ 
+W*)'!'i'j)'>i(")*-'l'sW'l'i(»)'I'i!2)-'lii'!t)W»)+>W-+iWti(»)ts('>- 

Per a: = y le (/■) danno : 

e per x = y = « le (j) danno : 

4.,(3x) = <.,(»)' - 4.,(x;' 1 ♦.(tr)" - 6fl/,(fl:)«x)4.,Cx) 
♦,1307) = 3,ij.,(xj't,(a,) - i,ix)'hix) - Wx)'1.i(x)| 
4t,(8xj = 3)i|.,(x,'t5(x) + i,(xn,(,x) - V»)'*.*)!- 
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5. In generale facendo nella (9') w = y, otteniamo : 



(10) 



nm = j] ^.W*,.,-,!») -£^+/ill, „.,.,•« 



Poliremo trasfoimare la precedente {•), conaideranilo i casi distinti di t pari 
D dispari. Se > è pari, posto a = 2i-, abbiamo : 



■ . - r ~ 

Se poi * è disparì, posto s = 2r (- I, otteniamo : 



Dulie (IO') e (10") ai potrebbero ricavare iu un modo assai semplice le f 
mole Bopra trovate per il caso particolare di. n = 3. 
Hataodo nella (9') y in oTy ed applicundo la (li) : 



ili) 






(') Cf. N i e o d e m i. Memoria citata. 
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Facendo variare sdaOan-1 e somm&ndo membro a membro : 

Ora il secondo fattore del 2o membro è aguale ad n se e -p^O (mod.n), 
ed è nullo se tale congmenza uon è soddisfatta; si vede poi facilmente che, 
non potendo p esser maggiore di n, l'unica aolnzione che la soddisfa b p = s. 
Quindi : 

(12) "EM" "^ °^^^ ^ " 'f'''^*^''''^^*' 

Per n = 2, a = ~ 1 e quindi : 

se « = 1 ^i(x + j/) -f- 4',(x -y)- 2^l[x}^^(y) 

8 = 2 ^tix + i/H- ^,lx - y) = 2<|',(a!)4,(y) 

le quali non sono altro che le note formole per le funzioni circolari: 

coB(aj+y)-«-coB(a— y)=2oo8a!COSy ; sen(a:+y)+Ben(5B-y)=2 8ensecosff. 

6. Vogliamo ora dare una formola per la sottrazione delle funzioni i^. 
Dalle (4) abbiamo : 







u^ 


-y) 


1 


ér"'"' 


aia-tt 


Uà le 


(7) danno 


















gh-'i-^m - 


e 


_!;. 


.'fr- 


W») 




t 


«'pr- 


•♦.(») 


qnindi sostituendo: 















^.(a: - ffì = 4=-,y al*-*'"" T 



£ i«'pr'w 



.(«) 



y («'B'-'i'*) 



w 



»r'i- ^; ; i 
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kTendo noiliplicato ambo i termini della frazione per una stessa qaantità. Ifa 
eTidcntemente il denominatore della nnova fl-azione è il prodotto delle n espo- 
oensiali e per le (7) ò qaindi ogoale all'anit&. Onde abbiamo : 

W'-»)=;^|;/"'""'-2,('"'f)^'««)-|;j«'"P)""'t'.(!') • • ■ 



. £'„,(.""-'P)Vr't,._,w. 



Ha poiché gli indici p tPt tPu • ■ t Pn-i ^^^° indipeodenU tra loro , ese- 
fpiendo il prodotto, posto per semplicità r 



e quindi : 

(P - 1) + (P. - 1) + . ■ . + (Pn-i - 1) - « + l = t« - n, 
abbiamo : 

Ora evidentemente se : 

[tsO (mod.n), 2.c^ = n, 
altrimenti qnesta somma è n&lla. Abbiamo perciò : 
(13) ^,{x - y) =>; ?''-''a''*p(x)t,.(p) . . . ^,^_ (y), 



OTe la somma Ta estesa a tatti i valori di ;>,;>,,... , p^., tra 1 ed n, che sod- 
disfallo alla congmenza: 

[k) p + pt +Pt+ ...+p„.^ = »-l (mod.n). 

Ora uoD tatti i valori di p, ,i>, , . . . , p^., che verificano la congruenza pre 
cedente, soddisfano l'altra: v ^ (mod.n), cloft : 
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Quindi potremo distinguere tali sistemi di valori che Teriflcaoo la (A) in due 
oategorie, secondo che soddisfano o no la (ft). — Osscrrlamo snbito che qaando 
p, = Pj = . . , = j3,_, ad uno dei valori I, 2, . . ,n, la condizioDC (*) è soddi- 
sfatta e la (k) ci permette poi di determinare il valore di p corrispondente. Don- 
qao ad ogni valore di p tra 1 ed n, corrisponde no sistema di valori tatti ngnaii 
per le n — 1 p,(r =1, 2 , . . . , n — 1) e perciò, nello sviluppo della (18) verranno 
comparire n termini della forma : 

^À'^My)"-' (r, . = 1, 2 , . . . , n) ; 

verranno poi a figurare altri termini della forma: 

il cai calcolo, in casi particolari, non riesce affatto laborioso, come si vedrA da- 
gli esempi che riportiamo, mentre non sarebbe cosa faole farlo in c^^nerale. 
Possiamo scrivere quindi la (13) nel modo seguente : - 

(14) W<r - y)=£^(- ir-^'""-'*,(a:)'l'n*r_.+,(wr- ^ 

ove I termini della seconda somma debbono calcolarsi, come abbiamo detto, te- 
nendo presenti le (A) e (A:). 
Esempi — Sia n — 2 

per a = 1 f p +p^ ^ (mod. 2) Pi ^ 1 (mod. 2) e ii =p + p, 

a = 2: p + pi^l (mod. 2) Pt^i (mod. 2) e |ìl = p +p, — i 

quindi : 

♦.(ac ~y) = ^,W ^i(y) + *j(a-) UV) ; ^ti^: -y) = ♦«(a:) ^M - +»(«) ti(a!). 

che sono le note formole per le funzioni circolari : 

006(0; — V) — *^^^ '^'^^y ^ seuiC seny ; seD(« -y) = seofr cosy — senjf cosfe. 

Per » = 3 la congruenza (A) diviene :p + i))+j^ = t-l (mod. 3), la quale, 
oltre i valori di ^ , p, , j)^ uguali , è soddisfatta da altri valori , ohe ^etenain»- 
remo qni sotto, distinguendo 1 singoli casi di <=1, 2, 3. 

Per s=l p+^, +pj = (mod. 3) l»=P+i'i +^1 

p =1 2 3 1 8 3 
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t=:2 p+p,i-pf^l (mod, 3) ?- = P+J'i+Pt~^ 

p =1 2 3 1 2 3 

p,=l 2 1 2 3 3 

p,=^2 3 3 1 3 1 

• = 3 p + p, +p,s2 (mod. 3) Ii = P + Pi +;>i--2 

p =1 2 3 1 2 3 

p, = 1 2 3 3 1 2 

/>, = ? l 2 1 2 3. 

Tali sistemi di valori originano termini che, come si vede, si accoppiano, 
fonoando tre altri termini della forma: ^ipCxJjip (ìfìitip lyì{(tia?)=~^^ia;) ^j, (y)^. (y). 

Quindi, nel caso di n = 3, avremo le formole : 
W«-V)=-*/x)t,(y)H*,{ir)Ì',(y)*-4'.(a:)4.(ì/)'-*.(fl^)'{'i{H)*i(!/) + 4'.(«)*,(y)*3fy)+*.((c)*,(v)Wy) 

La 1.' delle precedenii per x = t/, poi&bè <{i,(0) = l, d& la relazione fonda- 
mentale esistente tra le ^ nel caso di n = 3, già determinata (n. 3); le altre dae 
invece per x = y, si annullano identicamente. 

7. Vogliamo ora estendere alle fanzioni <^ jl teorema di UoÌ v re, noto per 
le fanzioni circolari ed iperboliclie. 

Dalle (4), cambiando w in mx, si ottiene : 

(16) «>M)=jp,X.''"""""<«'"">" 

Ha dalle (7; : 



il qoal valore, sostitaito nella (15), d&: 

(16) 
la quale relazione esprime il teorema di Moivre per le nostre fanzioni. 



n p n 1 
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Sapposto ora m intero, sviluppiamo le potenze m*"*" contenute nel 3° mem- 
bro. Poiché In generale: 

*"' •+!* l'i*' • • • l*»*"-.' 

ovvero, ponendo : 

\K = h, + 2h, + . . . + in~ 1)A,_, , 



nella quale : 

(0 ft + A, + A, + . . . + A„_, = m 

e la somma del 2° membro dev'essere estesa, com'è noto, a tutti i valori interi 
e positivi di A , A, , A, , ... , A„_, , ohe soddisfano la relazione (0. Ha nel 3« mem- 
bro il fattore racchiuso tra parentesi 6 uguale ad n o 6 nullo, secondo che si 
verifica o no la congruenza: 

(1 - r + 1 = (mod. b). 

Avremo dunque flualmente : 

(17) W") = SjrrOT!^'"*''''''"''"''''""''' • • • ♦■'"''""' ' 

che è la formola a cui volevamo giungere, nella quale A , Ai , ... , A„_, oltre ve- 
rificare l'equazione (0, debbono anche soddisfare la congraenza seguente: 

II) Al t 2A, + SAj + . . . + (n - !)&„., = r - 1 (mod. «), 

dedotta dalla precedente col porre per |i il suo valore. 

Eaempi — Sia n = 3 r le relazioni (i] ed (l) divengono : 
per r=l: A-!-Ai = m, A, ^0 (mod. 2), che ammettono le soluzioni: 

A=i»,m — 2,m-4,... 

A, = , 2 , i , . . . 

^"=1 , -1 , 1 , . . . 
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per r = 3 : & f Al = m , &, = l (mod. 2), che ammettoDO le solazioni: 
A =:«— 1 , wt — 3 , I» — 5 , .-... 
A, = 1 , 3 , 5 , :. . . 

e/->= 1 ,-1 , 1 ..... 

Qaindl, nel caso di n = 2, abbiamo le due note forinole: 

<^,(mx) = m(Ji,(ji)"-'<ji,(a;)-— -^1— -■t,(x)"*-»fli,(x)»+ . . . 
d 1 (m — 3) ! 

ossia: 

isOB(mw) = cos*!» — (^ JcoB""»a! sen'x + . . ■ 

Ben(ffla;) = m qob'*~'w boux — (^jooa'''~'x aen'as + . . . 

Sia n = 3: l'eqaazione e la congrnenza direD^ono : 

A + ft, + A, = m , A, + 2A, = r-Ì (mod. 3) 

e quindi basterà di deterniinare le loro Bolazìoni comani, cosa che tralasciamo 
di fare. — Consideriamo piuttosto, oell'ìpoteei di n = 3, i casi di m=2, m = 3. 
Per m = 2, esse sono soddisfatte dai valori: 

r=l r=2 r-3 

A =2 , 1,0 .1,0 

Aj = , 1 1,0 0,2 

A, = , 1 0,2 1,0 

e qaindl abbiamo per n =■ 3, m = 2 : 

iI.,C2a:) = *,(»)» - 2^t{a;)^ilx) ; <|<,{2a;) = - |,{a:)* + 2il.,(a!)*,'a; > ; 
«I',(2a:) = (|i,(j;)» + 2<t,(aì)<}.,(x). 
Per tn = 8 poi, esse sono soddisfatte dai valori : 

f=l r=2 r=3 

ft=3, 0,0,1 1,2,0 1,2,0 
A, =0,3,0,1 0,1,2 2,0,1 
A, = 0, 0,3,1 2,0,1 0,1,2 
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quindi Bt sTranno le foniK>1« : 

+,(311!) = - 3^..(x)4-,(a')» + 8^,(a7)4.,(a:)' - 3^., («)<}.»{»)' 
^.(Sa;) = 3*,(ir)+,(a:)' + S*,(x)*,(x)' - 84'/<r)+.(*)' , 
le quali forniole sodo IdeDticbe a quelle ricavate noi d. 4 per altra via. 

8. Risolviamo ora il problema inverso a quello studiato nel precedene nn- 
mero» cioè ricaviaino la formota generale della divisione dell'ar^mento per le 
funsloni <['• 

Dalle (7), cambiando a in mur, oitoniamq : 

1 ' 

dalla quale: 



<j) 



'"''"Y È. ("'?'■"'+■("'=')■ 



dove il radicale ha quella determlnasione che per x=0 si riduce eguale ad uno. 
Ma le (4) ci danno : 

np 'Adp 

uella quale aostitnendo ad e^ ' il valore (g), di sopra ottenato, rfcaTJamo: 



(18) 



♦rW = ;;^-,2,»""-""y £,(»'?/-'«"«), 



che risolve il problema della divisione dell'argomento x por qsalanqne numero 
m. È da notare che, a cuusa della ($), nessuno dei radicandi che compariscono 
nella formola precedente è nullo a distanza Unita: quindi la (18J defluisce ^r{x) 
come funzione monodroma di or. 

Enemyi — Sia n=2: a=-l, ^ -^ ì; dalla {18} otieniamo le note formole : 



e = — J i/cOBmx - isenma; + \l' 



coemx - i mnm-jc + \f cosììtx i- 1 senmxi 



e = — J WcosHMc — isenwia; + Woosma; hisenmx) . 
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ulle qaali, essendo i due radicai: non altro ebe t~'' , e^, si ricade nelle for- 
inole di Eni ero. In qoesio caso inoltre, Indicando con e ana radice m**' del- 
l'onità, con e' quella por cui E!'=: 1, ai puA prenderò per i due radicali la de- 
terminaztcne : 



EWcosmx— faennUi-ls \lcoBnuK+tsenflta:=« 






i' \f coBnuK+tsenflta:= « + e =003(1 



ma per n^% questo non 6 più possibile. 

Se » 6 un nomerò primo differente da 2, ^ = - 1 e la (18) diviene : 



(18') ♦,(a:)=-'-if^'S,<t'l"-'+"YÈ.(->')-'4.(«»). 

9. Nel n. 6 ho data nna formola. di sottrazione per le funzioni ^, la qnale, 
in casi particolari, riesce utile, come si è vedato, poiché il calcolo dei termini 
non 6 affatto laborioso; tuttavia non ha il predio delia generalità, pacche il 
calcolo di essi termini, nei singoli ctisi, dipende da un'equazione ad n fncogniie 
e da una congruenza. £ siccome lo stadio delle medesime in generale offre molte 
difficoltà, cosi, seguendo la via tenuta dal N ì e o d e m I, voglio esprimere la 
ifJISB — y) mediante un determinante. 

Per questo, escludendo il caso di n=£, che esamineremo a parte, per n nu- 
mero primo qualunque, ^ = — 1 e dalle (4) abbiamo : 

e quindi, si vede facilmente che per r pari o dispari, si avrà: 

Ponendo : 

e cambiando nella (f) ce in — <r, si avrà: 
dalla quale : 

Ponendo nella formola (9) di addlelone « = — y, otteniamo, yw »a 1, S ^.., « 
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ricordando ohe 4,(0) = 1, montre tutte le altre ^^(0), por r=t= 1, sono nelle, Il se- 
S:aente sistema di equazioni ; 

ii(3i)f,(3i)+AMitly)-i,-Mt>Sy)+ - ♦,(!/)?.(y) = i 

- i,(v)fi(y) + t/sÌJito) + iJy)iM - K-<i.yMv)+" + Hy)fM =» 
iMfM - tó) fM + ii(v)fM + K(s)iM ■ — - ♦ito)?,*) = o 

- K-Mtttx) + tn-itoÌTiM - tMWTjM + + ♦,(!/)»,(») = 

ÌMiM - *,-,<»)?.&) + t.-.(!l)».'s) + + tiWT.W = 

nelle qnali si è sostituito per ^ri—y) il valore In funzione di ^^x). 

Risolvendo questo sistema di equazioni risiietto alle f^'v), siccome il deter- 
minante denominatore non è allro che quello che figura nella relazione (8), in 
cui sia posto p = — i, avremo r 

iM = Ihfy) , 
essendo ll^y) il complemento algebrico dell' elemento <t'r(y) nel determinante D. 
Si avrà perciò : 

U- y) ' (- ")'*'X,'»)- 
Posto ciò, dalia formola |9) in cui si ponga — y in Inogo di j/, otteniamo: 

ÌA" - j) = ♦,Wt/- y) + W^Hr-,i- »)+■..+ iX^M- y) - 

-ltr..WW-J) + *«..(«')'l'.-i(-j)+ ■ ■ ■ +i,ix)ÌMÌ-yì\ 
= (- ir'+iWx,*) + (- mMtr-M t . • • + iM.hùi) - 
-♦-«»..(») + t„,W)u-,(>')- ■ • ■ -i-ir"iJ.xytrtM, 

dalla quale ultima ricaviamo finalmente: 



(19) w>-y)-- 





-t«(* 




..(-ir'+/ie)-+„.W 

♦.(») 

♦.(») 


(-'r'Wf) 


(-i)'-t,^,(») 


(-«■^tr. 


^(,) . . . . (-ir4.„,(») 


*.w 


-*«-.(») 


♦.-.(») 


♦.(») 



eba.S la fonnola ohe volevamo determinare. 
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Nel caso di n=3, ponendo saocesBÌTamente nella (19) rsl, 3, S, s) otten- 
gono le relazioni gi^ ottenute nel n. 6. 

Mei caso poi, fino ad ora escloso, di n = 2, riprendiamo le formolo note: 

Ponendo In esse - j/ 1° laogo dì j/ e ricordando cbe : 

otteniamo : 

Hx~p) = ^i{x)^i(ì/)+^,(x)^tU,) ; +,(a;-i/) = 4',{«')'l'i(l')-*i(»)**ty). 
le quali non sono altro che le note formolo di trigonometria : 

co8(d; — t/) = cosa: cosy + sena; eeny ; Ben(x -ì/) = Betta cosy — seny cob^c 

10. Nel n. 8 abbiamo data una relazione algebrica esistente tra le ftinzloni 
^. Ha questa non è l'nnica relazione che lega le ^ tra loro : ed Infatti essendo 
le i}* " fbnzloni della sola Tariabile x, eliminando tra due qnalonqae di esso 
la X, dovrà ottenersi ana relazione Ira le ^. Conseguentemente per le n fanziooi 
^(o;) esisteranno n — 1 relazioni indipendenti tra loro. Ci proponiamo di ricavare 
le altre n - 2 che, come vedremo, sono tutte trascendenti. 

Biprendlamo le equazioni (7) ; 

Dividendo membro a membro e prendendo i logaritmi : 

Px(a'' - a') = log.-;; 

V (a"^T%{x) 

j p 

ed essendo per la prima delle (7): pa;=log V p'^'^'pl'")» sarà: 
(19) (a' - a")log £^?'-'<.,(ac) = log J - 



H («'f )'■'♦,(•») 
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Ora fissato na valore d[ r fra 1 ed n — ], potremo far prendere ad r' tatti 
i valori 1, 2 ,... , n-1, eccettuato qaello fissato per r, con che si ottengono n— 2 
relazioni distinte. 

A queste relazioni potremo anche sostitnime altrettante, ottenute da esse 
nel modo sogaente. È noto che le n — 1 radici dell' equazione a''—l~0, fatta 
astrazione dall'nnità, due a due sono complesse coniugate, dì modo che l'equa- 
zione stessa ammette -— — coppie di radici complesse coniugate; 6 noto altresì 
che se oT , oT sono due tali radici, deve essere : 



r + r' ^ (mod. n). 



Perciò combinando opportaaameote le (19) due a dne, otterremo altre — — 

relazioni (compresa quella già esistente per le radici o*" , a'") tu cui fìgnrano 
coppie di radici coniugate; e quindi al sistema (19) potremo sostituire l'altro: 



£ («?)'-'«») 



(«-a'*~')?<P=log - 



£ («-'f)'-t,(a;) 

1 *" 



(a'-a"-') 



2 (a—?)'-'4.,(a,) 



(a'">-«'')Pa:=log- 



2 (« ' P)'-'t,(<c) 



(a ' -« •)?a:=log- 



X<« 



"'Wa>, 






2 («'H'-'W») 



|;^(.-'?)'-4,,(x) 



(o''+'-aOfeE=Iog-i 



!-^ 



(a '— a'')Pa!=log- 
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La (Id*) iDsieme alla (8) coBtitaisconO le n-1 relazioni esiBtenti tra le ijf. 

Possiamo ancora trasformare le prime ~— — relazioni (19') nel modo cbe 

««gae. 

Se a** , a'' sono dna radici complesse dell'nn!t&, posto : - 

a'' = Of + ib^ , a"" = Off + iò^ , 

esse saranno coniugate se, come abbiamo notato: r + r' = (mod. n) ed allora ; 

o^ = o^ , b^ = — b^. 

Se per tali radici coniugate sussiste la relazione : 

{»*■ - a*")^ = [og , 

in cui r 4- r' = (mod. n) e conseguentemente : 

essa si trasforma nell' altra : 

2,6,^^ log ^ ='**»ir^ • 

avendo posto: 

Ha se p e 6 rappresentano rispettivamente il modulo e l'argomento del un 
mero complesso A + l'B, ossia se : 

A + ìB = pe" , A - »B = p«-" , 
abbiamo : 

2i6,.piC = log.fi»'* = 2(9. 
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ah 

A ' 

6^.px=arcig- 



qaindi rappresen 



Le n — 2 relazioni cercate possono qaindi rappresentaral breTemente dalle 
due aegaenti : 



(20) 



(«• - «OP^ = 'OK - 






Nella prìma < deve prendere i valori 1, 2,..., e nella seconda i vatori 



Eiempi ~ Per n = 2 le (20) non danno alcuna nuova relazione e ci& è evi- 
dente, poiché le dae funzioni i^, , i{', sono legate tra loro dall' onica relazione 
fondamentale : 

*■(*)' + «l'iter = 1- 

Per n = 3, oltre la relazione trovata, la prima dalle (20j ci fornisce l'altra, 
essendo : ai = a^ = — , 6, = — 6, = — -ì/a: 

Per n = 5 le (20) danno tre nnove relazioni , dae delle quali la prima ed 
nna la seconda. 
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Poiob« : 



•> = 



a, = 0, = -!■(- 1-1/ 5) 6, = -»,= i^lO-2v^ »,=0 
bbiamo : 

j JlO+2V6(«a!)tt,.a;))-^lO-2i/5(t,(ar)+t.(!B)) 

I JlO-2>;6{4r,(r)+4.,(a!))- JlO+2vf6(4;,(aì)-t.(r)) 



r"» ="■«?? 



- a^t(w) + a*4'i('C) - «%fg) + «*Vgì 



■^<r=log[4t,(x)+Cl-vf5)|«x)-t,'x)|-(n-\'6)|+,(!c)-*,(a!)l 

-v(VlO+aV6H.,(x)t4..(ai)|-\/lO-2i/5Hi,(a!)-+,(a!)|)J- 

-logU.>,(x)-(l-\'6)|4..(x)-t^x)|+(l+v^)Hi,(x)-t5(aì)| 

-.{ VlO+2l/61<|:,(ir)+t,(x)|-fVlO-2V51t,(x)-<.,(x)| )J . 
In modo analogo al procederebbe In altri casi particolari. 
Firenze, Febbraio 1906. 
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SULLE CURVE LE CUI TANGENTI SONO ORTOGONALI 
ALLE NORMALI PRINCIPALI DI UNA CPBYA DATA 

NOTA 

DEL 

dott. GUSTAVO 3ANN1A 



1. Iq ODa Notti salle < Deformazioni in/laiUtime deUs curve inetteitéUftìi e 
corritpondenza per ortogonalità di elementi» (') mi oocapaì dellt curve che cor- 
riipondono ad una curoa data per ortogonalità di eletaenlL 

Detti p ed r i ragghi di prima e Beconda carvatnra della curva data C Del- 
l' estremo M dell' arco « ed a,y,s le coordioaie di od punto mobile M, riapetto al 
triedro formato dalla tangente, dalla binormale e dalla normale principale di C 
io H, dÌMOstrai il teorema: 

CVia curva C, corrispondente a C per ortogonalità di eUmetti i il luogo di 
un punto H,(xyz) /« cui coordinate todditfano la prima 

delle tre condieioni di immobilità (*). Determinate le funzioni t e i di b con le 
formole 

(2) ^,e„(=*i;_± , /.„„., = ^+»+i'., _ 

* ' ' d» r ' ' d$ p r ' 

l'arco B, e le curvature — , — di C, in M, tono date da 
Pi n 

di, = fdt , —= * /3» + — f- , ove & = , 

' ' p. V P* d» r ' 

. p&senO — + OO80 j-(pS) . 

/ _ ^ d# dt^' ' _Beni 

r^ " oob'O +p*&* p 



(') Rendiconti del Circolo lùUem. di Pater mo. Tomo XXI fase. II. 
t*) Cfr. Ce Biro ~ heeiani di Oeometria Intrineeca p. 126. 
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deUa frinomo/tf e deUa normale princt- 



p, Ben'ficoat 

"7 p7~ 



' f 

Mediante un teorema del Prof. Bianchi (<) (cbe 8i pa« dedarre dal pre- 
cedente ponendovi f=t e i = -^} dedussi immediatamente an teerema analogo 

per lo studio delle curve le cui tangenti tono ortogonali aìU binormali di urna 
curva data 

In questa Nota mi propongo di stabilire qd teorema per lo stadio dette 
curve te cui tangenti tono ortogonali alte nomati principati di una euroa dola. 

Lo dedarrA dal primo teorema, evitando la dimodlrazione diretta, che é 
molto lunga e complicata. 

2. In cid che segue porrò per brevità 

(5) tgs=--j 

X* p* r' 

È noto che tèi' inclinazione della retta rettificante di C in H salia tan- 
gente ed — è la torca curvatura , di C , ossia il rapporto del differensiale del- 
l' angolo di dae normali priaclpall infinitamente vicine a dt (teorema di L a n* 
e r e t). 

Per ottenere una C, corrispondente a C per ortogonalitit di elementi, basta 
fissare ad arbitrio le faniioni w eà y o determinare z dalla (1); allora le (2) de- 
terminano / e tt. 81 può Invece assegnare ad arbitrio fe9 e poi risolvere le (1) 
fi (3) rispetto ad w ,y ,s\ ma in tal modo queste fanzioni restano determinate 
solo a meno dei valori farbitrarii) che esse prendono per un dato valore di s, 
e però le curve 0, corrispondenti a due fissate funzioni f e t sono infinite. 

Siene (x,y,à) {tif ,y' ,ti') due solozlonl qualunque del sistema (1) e (3); 
saranuo verificate queste equaziosi e le altre 

dt p ' ' da r ' ' dt p r 



(*} Cfr. LetUoni di Oeometria Diferemàate 2> ed. voi. I, p. 53. 
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da coi 

d(x- w') e - «' 



Detti t ,m ,n ì coBeni direttori della retta cbe unisce i pnnti H,(x , y , e) 
U'i(3:' rV' li") fi posto HjM', = t, ai tia per le precedeaii 

dlt nt ■ dml n „ dnt It mt » 

= , = , -;-+- + — =0, 

da p d» r d< p r 



— [(»)' +(mO' + (n()*]=0, 

OBSis 

I» = {uy + (rnty + («0* = oosiante ; 
allora le precedenti, dìTìse per t, diventano 

dg p ' dt r dg p T- . 

ed esprimono (*) che la direzione (l ,fn ,n) 6 invariabile. 

Da old ai deduce cbe le infinite curve eorrupondenti a due aeeegnate fun- 
zioni f e I coincidono, a préecindere da una traelazione. 

Ciò posto, si osservi che per 6 = il teorema del § 1 d& latte le oarve le etti 
tangenU sono parallele alle normali principali di C , ossia quelle curve che in 
altra Nota (*) chiamai le trasformata N dt C. Se ai pone aucbe /* = 1 , si ha una 
particolare trasformata Sg di C, quella che corrisponde a C per eguaglianza 
d' arco. 

Si ha cosi un teorema analo^ a quello del Bianchi e che è utile In 
molti casi: 

Per ogni curva G ne -etigte un' altra itraeformata Ng di C) corrispondente 
a C per eguaglianza d'arco e definita (a meno di una traalaeione) dalle formole 

ds p ds r ds p r 

lé eue equazioni intrinseche sono 

<" "" ' rrt 

ed i coseni direttori della tangente , della binormala e della normale princi- 



(*) C e s & r o loc. eh. p. 124. 

(') Trasformazione di Comhescure ed altre analoghe per le curve etorte. (Bend. 
del Circolo Uat. di Palermo, tomo XX). 
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pale sono 

[ ao = , bo = , «0=1» 

(3) ] =0 ^ C08€ , go = sen E , To = , 

[ >, = - sens , [<9 = eoa e , ^b = ; 

e però la iaagente e la binormale sono parallele alla normale principeCle e alln 
retta rettificante di C. 

Per esempio: la trasformata N^ di una curva la cui terza curvatura è co- 
stante è un circolo storto. 

l'roprietà caratteristica delle eliche cilindriche è che le loro trasformate N,, 

sono ciiroe piane, perchè solo allora t è costante e quindi — = 0. 

In particolare si trova clie: la trasformata Ng di un'elica circolare è mji 
cerchio , la trasformata Nq di vn' elica cilindro-conica è una spirale logarit- 
mica, la trasformata Nq di un'elica sferica è una cicloide o un' epicicloide o 
un' ipocicloide. 

vt. Sia ora C, una carva le cai tangenti sieno ortogonali alle normali prin- 
cipali di C. Essa corrisponderà per ortog:oaalÌt& di clementi alla trasrorniata No 
di C, e però il suo arco, le soe carvature, ecc., potranno calcolarsi applicando 
od No 11 teorema del gì. 

Detto f il rapporto degli archi elementari delle due curve C, ed Nj, e 
l'angolo delle loro tangenti nel panti corrispondenti, l'arco e le curvature di C, 
saranno dati dalle, formolo 



f /-. cos'O 



^ dO 1 



_ sene 

^t ~ cos*'J + po*^* Po ' 

ed i coseni direttori della tangente, della binormale e della normale principa- 
to, rispetto alle rette omonime d! N^ , da 

/a' = , ft' = 8en6 , c' = 0, 

l , _ p, r-' — P' cos»0 , _ p, senOcosO 

f p, cob9 _ ù 

>.' = --i- , [Ji'=,5coa6, , v'=-^5senO. 

* / Po ' / 

Si tratta ora di eliminare da queste formole tatto ciò che si riferisce alla curva, 
ausiliaria Ng. 

VOL. xuv. 44 
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Anzitutto, conosoendo I vaiori (9) dei coseni direttori 

ta', »■,»>) , (a■,f■,^'} , (X',|.',v') 

della tangente, della binormale e della normale principale d! C, rispetto alle rette 
omonime di Ng o qnelli (7) dei coseni direttori 

K . *o . "^ì » ('='0 ) Po » Yo) > (>• , l^o , Ve) 

di qaeste rette rispetto alle rette oiuontine dì C , potremo calcolare i coseDi di- 
rettori 

delle prime retto rispetto alle altime, ed avremo 
a = a^a' + ajb' + À„c' = son(9 - z) , 
b ■=■ baia' + go*' + V^c' = ^OB{t - e) , 
e = e,a' t tob'- -t- v^c' = , 

P = boi' + ^e^' + ^t' = - y-- cosb aen(<ì - t) , 



V = CoX' + taf.' + Vov' = - -y- ccsO, 

Dai valori trovati per ale , risulta che l'angolo delle tangenti delle dne curve 
C e 0, è 



Quando il punto M, spostandosi sulla curva C, percorre l'arco ds, il punto 
M,(x ,y ,z) passa nel punto (ir + 5i! , j/ 4- Sy , s + S^) ed 6 noto- che (*) 

Saj _ rfa; z Sy dy e Se _dz ^ ,V_, 

d» di p * de~ ds r ' d» da f r ' 



0) Cfr. G e a à r o I. e. p. 124. 
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quindi 

Sx dt te 1 /dx z A 

OS, ««, rf« ;' \d» r / 

A - _ ^* d» iz _ 1 /de oc V \ 
Se, S«, ds" f \d8 p r /' 

Infine ai osservi che dalle rormole precedenti è facile eliminare pg ed vq, perchè 
per le (8) 

* ' da ro d« d« da* 

Da qoanlo precede si raccoglie il 

Troreua -- Le carne C, U chi' tangenti sono ortogonali alle normali prìaci- 
pali di unti curva dnta C sono quelle luoghi dei punti M, te cui coordinale 
X , y , z «0/10 tre funzioni dì b toddisfacenti al/a terza delle tre condizioni di 
immobilità 

(10) I ^i + ^+y.= 0. 

* ' ds p r 

Attegnate queste funzioni, si calcolino le funKÌoni f e f dalle forinole 



(11) feo8=-^- — +1 , faenc? = ^- — ; 

^ ' ' da p da r 

allora t'arco e le curvature della corrispondente C, sono dati dalle formale 

àf /dy di\ 

coB(y - 1) 

~^ ~. . /ds\" 

8en'(^ -.) + !'(-) 



I, -^^-)^:r^!-d-;)--c.-e..i(4:) 



(12) 



p, VVda/ X» 



«d i co««»t direjfori dilla tangente, della binormale e della normale princi~ 
pale sono 

la = C09 9 , & = seu y , e = 



- f ds" 
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4. Per fissare una nuova C, , basta assegnare ad arbitrio duo delle funzioni 
a; ,y , e di 8 e determinare la terza mediante la (10). Più generalmente, si pos- 
■ sono fissare ad arbitrio due delle cinque funzioni ic ,y ,z ,f e y e determinare 
poi le altre tre mediante le (10) e (il). 

Supponiamo fissata z. Allora si soddisfa nel modo più generale alla (IO) 
ponendo 

de 
(14) X = - f-j- + pcoBS , y =paenz 

ore p b fanzione arbiirarla di s. 

Blsulta da queste formolo chi,', comunque si assegni p, la curva corrispon- 
dente giace EU di una eupcrflcio rigala generata dalla retta f/ parallela alla retta 

rettìHcnnto di C e condotta dal punto O {■—Pj- lOfSj del pluDO osculatore. . 

PoBsiamo ancora disporre di j> o di f. Or se poniamo ? = e , ottoniamo una 
curva dolla rìgata le cui tangenti, essendo di inclinaziODe t sulle tangenti di C 
sono lo generatrici stesse della rigata, e però questa è sviluppabile. Il teorema 
precedente si può dnuqne enunciare: 

Per ogni funzione z a$gegnata et hanno infinite ciiroe C^ le cai tangenti sono 
ortogonali alle normali principali di C e sono definite dulie (14 ', owe p è una fun- 
zione urbilraria di »; esse sono tutte le curve di una superficie tviluppabite K, ge- 
nerata dalla retta g parallela alla retta rettificante di C , condMa dal punto 

G(-f-j- ,0,z) del piano osculatore. 

Per ottenere le cm-re della sviluppabile R di inclinazione assegnala (p — e 
sulle generatrici, basta assumere per p titia soluzione qualunque dell' equazione 
lineare del prim.' ordine 

l A*z do dz z \ z 
.V^ds* ds ds p / r ' 

L'arco, le curvature, ecc., di queste curve si calcolano dalle (12) e (13) ove 

dp , d= , , / d*z •-dp dz z \ z 

(l6)/-=jfcos(5-<) + p--e„C,-0-(p^f5f|j;+--l)«o.!--se„,. 

Infatli le (11), per le (14), diventano 

/ d*z do dz z \ dp di 

rcostti = - 3-—. + - — -- + i) + _ cose — pseni -— 

\ ds* ds ds f j ds '^ da 

. dp ds z 

f&&n ? = ■:f soli e f j» cos =-- . 

' ^ (is '^ ds r 

Queste moUjpUcate per senj e cosy e sottratta dAnno le (15), moltiplicate per 
eoa; e san? e sommate dJiuuo la (16). 
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5. Il teorema precedente, per la saa generalità, pnft dar laogo a nain«rosis- 
sime applicazioni. Basta epcciattzzare convenientemente le dae fanzioni s e f, 
che finora boro affatto arbitrarie. 

Senza entrare nei particolari, mi limiterò ad accennare alle piti semplici 
!. Ponendo ? = e nello (12) , (13) , (15) , (16) si ba clie: lo apigoto di regresto 
di una ivUuppabile R è definito dalle (14) ove 

da fz / d*z dp dz z ,\ 1 

<"' !•= di LT «»"- V» 5? * di' d. * 7" V""=J • 

il tuo nrco e le lue curvcUare tono definiti da 

,18) 8., = fd. , l=Ìi , I=i, , 



dp 



ed i coteni direttori della tangente, della binormafe e -della normale princi- 
pale sono 

(coss , sene ,0) (0,0,-1) (sens , — cose , 0). 

Segue che: una tviluppabile B è l'inviluppo di una tempUce infinità di piani 
paralleli ai piani rettificaitli di C. 

Con ciò rìinaoo risoluto li problema di cercare tutte le curve le cui binor- 
mali sono parallele alle normali principali di un' altra G. Ease sono tutte le curve 
con le tangenti parallele alle' rette rettificanti di C. 

IL Quando è che le binormali di C, sono le normali fyrincipali di C? 

OccoiTO e basta che H/x ,y,B) stia snila normale principale C e però sia 
X = y = o, per le (14), p =0 e s costante, e per la (17) 

— coB ! - •( 1 ) Ben ( = 

o, per le (.1) , 

(20) i- + 1. = J_ o t' = pe. 

p> r* zp ' 

Danqne: le' curve C le cuinortaali principali eano binormali di un'altra C, 
tono caratteriezaù dalla relazione (20) ove z è una cattante {arbitraria), ed è la 
dittanta di due punti corrispondenti delle due curve. 

C, è la linea di stringimento della rigata delle normali principali di C, per- 
chè un.i tate linea si ottiene portando sulle normali principali a partire dai punti 

della cnrva il segmento — . 

La retta condotta dal punto centrale della normale principale, parallela alla 
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retta retUHcaDto è importante in molto qiibtioni e si chiamo asse centrale (*). 
Qaindi: proprietà caratteristica delle curve della classe (20) è che la rigata luogo 
degli assi centrali è sviluppabile. 

È fucile ottenere la relazione intrinseca caratteristica delle cnrve C,. 

Anzitutto, ponendo r = ~ptgt , al risultato (^0) si può dar ia furma: le curutf 
C, le cui normali principali sono binormalt di un'altra curoa C, sono quelle di 
equazioni intrinseche 



(21) 



Ben E COSE 



ove £ è una fanzùme arbitraria dell' arco e e z è una costante arbitraria. 

Ponendo p = e supponendo z coi>tnnto , la (19^ dk f — cosi o lo (18) di- 
ventano 

C2J) ,, = ("co8.d. , l^-'-.'H , l=LÌi! 

Jo f, COHE ds r^ z 

dallo (inali, eliminando s ed e , si trova suIjìIO clic: la relazione intri7iseca che 
caratterizza le curre C, le cui Oinormati sono normali principali dì un' al- 
tra C 6 



ove z è una eostante arbitraria. La curva G è il luogo dei punti H che *Ì otten- 
gono portando sulle binormalt i segmenti M.U = z e le sue equazioni intrinseche 
si hanno eliminando s, tra 



■-J 



v/.~+^ 



p ed r, dunque: fra le eliche eiltndrìche , solo l' etica circolare è compresa nella 
classe ('20). La corrispondente curca C, è una retta che incontra ortogonalmente 
le sue normali principali {asse del ctl/ndro). 

)1I. Le geodetiche di una sviluppabile B, sono definite dalle {14) ove 

con ti e le costanti arbitrarie. Per esse 

p, - r, T 

{') Cesare 1. e. p. 140. 
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dp ds / d*s dg dz z \ z 

(25) f= T£ooB(«-h) - p^sen(f -hl-co9h(6^-7+ 3--T- + 1) «enb; 

* dB de \ ds' ds ds p / r 

a = eoa II , & = eenh , c = 0, 

a = Ben h , g = — eoa h , t = , 

X = o , -^=0 , v = -l. 

iDfatU Dna carva di nna sviluppabile B 6 geodetica qaando la stia normale 
principale, di coseni direttori X , )t , v , coincide con la normale alla sriin'ppabile, 
I cui coseni direttori sono , , - 1 , e per le (13) ciò accade quando f è una 
cos(ante h. Per f = h\a (15) diventa 

dp , , rfs , , / d'e dò de ■ , \ « . « 

-p-sen(s-A)-l-/>T-coa(=-AH-BCiiAl p— -r + 3- j- + 1 ) cosA = 0, 

da d» \ ila* da da p / r 



sen(s — A) ' 

da ,id*tdrdz 2 A « , „ 

-;= + senAl p — -r 4-7-— H 11 cosa = 0, 

de \' da* da da p J r 



s = ['-s(4!)-7]""''+T'""*' 

da cai 

q=ik^(a-p~--[~ djjsenA + cosAJ— ds 

e quindi la (-J3). 

Le rimanenti formolo segaono immediatamente dalle furmole genet-ali (12>, 
(13) e (16) per ff = A. 

Le geodetiche di tutte le aviluppabili R aono tutte le curve C, riferibili a C 
per modo che nei punti corriapondenti le normali principali aieao parallele. 

Essendo costanti anche a, b, e, a, ^, 7 sogae che: lungo due qualunque dì 
tali curve (C inclusa) t triedri fondamentali corriapondenti coniervano immutata 
la loro reciproca orientazione. 

ly. Le normali principali delle due curve C, Ci coincidono quando risulta 
a;=:j/ = ossia, per le (14), quando p = e s è costante. 
Allora per la (23) bI ha 

k + a senA — ts senAl— + e cosA' 



l_. + «cosA]- = 0, 
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ed eliminando k (derirando) 



Si ritrovano cosi le carve di Bertrand. 



V. Se in I si pone e = 0, bì. Iia ohe: lo apigolo di rtgretto della sviluppabile 
rettificante di una curva si ottiene portando sulle rette rettificanti i segmenti 



le sue equasioai intrinseche si hanno eliminando s tra 
dp _ *l3 _ 



- p f I0O8S ds, -;^ + C08S = 6, ■ 

' J 'de I 



Ponendo s = in III^ si ha che; le geodetiche della sviluppabile rettificante 
una curva si ottengono portando sulle generatrici i segmenti 



MM, = p = 



aen(e — h) 



ove b e k tono costanti arbitrarie. 

Per h = k = 0, si ha la curva litesaa, quindi: mentre per la determinazione 
delle geodetiche di una sviluppabile occorrono in generale tre quadrature (*), non 
ne occorre alcuna appena eia nota una sola di esse (ma che non sia una gene- 
ratrice rettilinea). 

Poato k =■ k'eenh, ove k' è un'altra costante arbitraria, ai ha 

MM. k'-s 



senA fleD(A — 1) ' 

ne segae, detto M' il ptinto ove la tangente in U, alia geodeUca incontra la tan- 
gente di C in M, che Mli'=k'~s; e però il ponto M' descrive on'evolvcntc di C. 
Dnnque: le tangenti di due geodetiche di una soìluppabile, nei punti ove incon- 
trano le generatrici retlilinee, ai incontrano sotto un angolo costante ed il luogo 
dei punti d'incontro i un'evolvente per entram&e< 

VI. Derivando l'equazione y~xtgs del piano n determinato dalla normale 
principale e dalla retta rettificante e tenendo presente le condizioni di Immo* 
bllit& 

+1=0, -f = 0, — + — + -»=o, 

ds p ' da r , de f r 



(') Cfr. Bianchi, 1. 0. p. 30. 
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si ha 

(26) JL = (i._lW + -5_.*. 

r V p J " co8*e di 

Questo piano taglia la normale principale nel ponto (0, 0, — ) , ossia nel 

9Q0 ponto centrale e stacca salta retta rettificante il segmento sene—, ossia la 
taglia nel ponto di contatto dello spigolo di regresso della sviluppabile rettitl- 

Dunqae: le rette che uniscono i punti della linea di ttringimento della rigata 
luogo delle normali principali coi punti corrispondenti dello spigolo di regresso 
della sviluppabile rettificante formano una superficie sviluppabile , inviluppo dei 
piani determinati dalla normale principale e dalle rette rettificanti. 

Ciò premesso, sì ponga z = costante. La sviluppabile B corrispondeote è ge- 
nerata dalla parallela alla retta rettificante condotta dal pnnto G(0 , , s) della 
nonnale principale. 

Dunque : non solo la retta rettificante , ma tutte le rette ad eesa parallele , 
condotte da tutti i punti della normale principale, generano le superficie suilup- 
pabili. 

Segne da I che per ottenere lo spigolo di regresso di una di esse', basta por- 
tare eulte generatrici i segmenti • 

„„ ds/ z z \ 

GM, = p= __( — cose seni + 8euE) ■ 

' *^ d6\ r p } 

Essendo x = p coss, si vede subito che la (26) risalta soddisfatta ; danqne : 
i detti epigoli di regresso giacciono sulla sviluppabile precedente, inviluppo dei 
piani K, e ne sono geodetiche. 

VII. Questi esempi bastano a provare ratllit& dei teoremi dei §§ 3 e 4; ma 
se ne potrebbero addurre molti altri. 

Per esempio, ponendo a> = e £ = p ai ha la curva luogo del centri delle 
sfere osoulatrici della curva C; ponendo 3B = 0e <p = si può risolvere facii' 
mente il problema (inverso) di cercare le curve di cui la curva data C è luogo 

dei centri delle sfere oscalatrici ; ponendo j/ = e 9 = —, si hanno le traiettorie 
ortogonali ad una semplice infinità di piani, i piani osculatori di C (con tre qua- 
drature) ; ponendo $ = — + e e z = costante si hanno le traiettorie ortogonali ai 
piani it determinati dalle normali principali e dalle rotte rettificanti della curva C 
(con nna quadratura) , ponendo f = ?==Tr ^* hanno tutte le curve le cui 
tangenti sono parallelo alle tangenti o alle bioormali dì C; e cosi via. 

Torino, maggio 1906. 
VOL. XLTV. 46 
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STUDIO ANAUTICO DELLA CURVA DEL SIG. BELGE VON KOCfl 

NOTA 

DEL 

Dott. ANNIBALE BROGLIO 
(Continuazione e fine v. questo volume p. ItìS). 



Espressione della funzione f{t) niediante i numeri a. 

16. Come si è visto ne) paragrafo 5, il simbolo f{t) esprime la somma (Bnita 
od infinita) dei segmenti perpendicolari UM, , 11,H, , . . , che collegano il panto 
M qaalanqae di A^ col ponto K di P corrispondente ad M. Per lo scopo indi- 
cato dal titolo di qaesto capitolo occorre anzitutto dare una maggioro generalità 
a questa fanzione /((). 

Perciò iodico con f^{t) il segmento che unisce i due punti corrispondenti 
a E so Pa_| e su P^, il quale segmento è 'perpendicolare al lato di P^_,. 
Qoando i doe ponti coincidono, f^{t) è aguale a zero. E poiché i triangoli equi- 
lateri che si oostntiscono per passare da Pn_i a P^ hanno i lati lunghi -g- , ai ha : 

Posto ci6, la somma MU, + H,U, -f . . . sarà eguale a 

essendoché i termini non nolti di questa serie sono appunto IfM, ; H,]U, ecc. ('), 
Procorerò ora di esprimere mediante gli a il termine generate f^{l). 

17, Sia perciò LO il lato di P„_, su cui trovasi il punto M' corrispon- 
dente a E. 



^/3 
ì dei massimi valori vale -r-, come è facile verificare. 
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Ricordo che TM" nella flg. 4 e VM" nella flg. 5 rappresentano t^, 
Vedesi fucltmente che fj^t) è nulla se il pnnto corrispondente a E cade sa 
LT o sa UO. 

Se invece delto ponto (U') cade in TV, come nella flgara 4 si ha; 

fjt) = M'M" = TM-'-senSO" = TM"~ = („ • ^. 

Infine se M' cade in V'U, come nella figam fi, ai ha: 

f„it) = M'M" = ìi'V ■ een 60» = {VU - tj ^. 

Osservo ora che per i punti di P che corriapondono rispettivamente al punti 
del eegnentl LT , TV , VU , UO ò rispettivamente o« = , 2 , 3 , 4. Si possono 




T M* V 

Fig. 4. 



V 

A 

r VM TI 
Fig. 5. 



comprendere tutti 1 caai nella seguente formola: 



Difatti per 
I —S — e quindi anche f^{t) si annulla^ per 



1 4 > ossia per i tratti LT ed UO , sf annulla il fattore 

a_!it 



* osala per TV, aen - 



diviene 1 e sen -^ diviene zero e ai ha « /«(') = '■. "TT * ' P^'" <o^ = 3» ossia 



per yU , aen - 



I -~- divengono entrambi —1 e si ha: 



«/•.(') = - M- VU + u 1? = ivn_i.)~ > 



vasi nel paragrafo- 13 , e raccogliendo —^ a fattor comune, sf ha 



U«) = 



fl_!it / a„Tv . \i ' 
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Notisi che f„(t) acquieta il valore massimo (-^«■""H") tanto facendo a„ = 3 

e gli a BucoosBÌvi egnati a zero qaanto facendo n„ = 2 e ^11 o successivi egnali 
a 4. Si osservi che questi sono i due modi con osi si determina il punto V (il 
valore massimo trovato è appunto la lunghezza di VV). 



16. Si ricava di qui: 






a,.. 2*-"+' \ 



Nel caso di un vertice primitivo di P„ determinato da au sistema Hnito, en- 
trambi 1 Bommatori si possono fermare all'indice n ('); nel caso di nn pauto li- 
mite primitivo di P„ si può fermare ad n solo il primo sotnmatorio ('), nel caso 
di un ponto limile su nessuna spezzata entrambi i sommatori vanno estesi lude- 
finitamente. — È facile verificare ciò tenendo conto delle osservazioni fatte al 
paragrafo 12. 

La continuità di f{t] rìspetto a t, per quanto gìk nota, richiede ora qualche 
spiegazione, perchè colla rapprcBentazione introdotta gli Incrementi di t non st 
fanno direttamente, ma attraverso i numeri a. Vediamo dunque come procedere 
per questi incrementi. 

Essendo {a, . , . a„ . . . au^u*-t^u*i ■ - -) '' BÌ6t<^>ii& <^he determina t ossia che 
corrisponde a nn certo punto K di P (clic può essere qualunque) si prenderà 
coma <t^h> il parametro corrispondente al sistema {a, . . . a„ o„ ,, a^^ . . .) dove 
Oi , . . a„ sono gli stessi di K, mentre (ì sopralineati) sono arbitrari, ma non devono 
tatti essere eguali al corrispondenti di K. Questo sistema determina un punto H 
dell'arco di P su cui trovasi K compreso tra due vertici successivi di P„ (*), 

quindi in tutto l'Intervallo cosi determinalo l'oscillazione di t non supera tu- Cre- 
scendo u la variabile viene avvicinata al valore limite in modo affatto arbi- 
trario. 

Dimostro ora che f^(t) é funzione continua di ( per m ^ u. Seguendo la prima 
espressione di f^(t) scritta nel paragrafo 17, si ha: 

/»(0 = — sen -^ sen ^ " VU + — sen -^ t„ 
/'J(±ft) = --8en^fl( 



(>) ossia il termine contenente a„ è l'altimo termine non sullo. 

(*) è incluso qui il caso di un vertice determinato con nn sistema infinito. 

(') Il punto H ò qualunque in questo arco, eccettuato K. 
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dove a^ é il medesimo, perchè per l'ipotesi fatta E ed H si troraDo tra dae ver- 
tici saccesivl di P„. Qaindi: 



Uà per la proprietà del paraprafo 14 è: \t^ — t'„| ^ ^ e quindi II secondo mem- 
bro tende a zero col crescere di u, ossia col decrescere di k. Cid dimostra 
la tesi. 

Di qoi si ricava la continaità di f(t} scrivendo 



AO = £/■«{*)+£ fjt) 



e ricordando clie l' altimo termine (per ana notissima proprietà delle serie) è un 
Infinitesimo al crescere di u. 

Notisi cbe col procedimento fissato per stabilire gli intervalli di t la conti- 
noitil resta dimostrata simnltaneamente da ambo te parti se K è punto limite 
(non vertice). Invece se K. è an vertice si dimostra separatamente la continaltà 
a destra e a sinistra, scegliendo il sistema corrispoD dente a E nella forma finita 
o nella forma limite ('). 

19. Diverse proprietà si dimostrano su f(t) sia analiticamente sìa per con- 
siderazioni geometricbe salla curva P. Mi limito ad enunciare le seguenti: 

< il valore massimo della funzione fi^f) è — e questo valore spetta unica- 
mente al culmine di tutta la curva F >. 

« Il valore massimo di « r„(()(') = \ f^(l) > è \j -- e questo valore spet- 

< ta unicamente al culmini delle parti di P corrispondenti ai lati di P„_, >. 

e Nella funzione f{t) un termine qualunque purchd non sia nullo (*) supera 
« la somma di tutti i termini seguenti >. 



(•) E cioè (fl| . . . «,00 . . .) oppure («i, ^ . . à„Ai . . .) (vedi il paragrafo 12). — 
È cbiaro che nel primo coso l' incremento risulta sempre positivo e nel secondo 
negativo. 

(*) Ossia pel resto di /\t) relativo all'indice ». 

(') 11 termine &"*"" di fìt) è nullo se " «j = ; 4 „ e solo in questo caso. 
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EsprQBsione delta asoiasa e dell' ordinata di un punto corrente di P 
mediante 1 numeri a. 

20. SI prende come centro degli asai il pnoto A , come direzione pOBÌtiva 
dell'asse delle ce la semiretta AB e come direzione positiva dell'asBe delle ]/ la 

' semiretta perpendicolare ad AB aita sinistra. Cosi per F l'ascissa e l'ordinata non 
sono mai negative. 

Se K è nn punto qualunque di F la sua ascissa k AX = x e 1' ordinata 6 
AX = j/. Se SI 6 il punto corrispondente a E nella nota corrispondenza, AM è il 
parametro t di K. Siccome ad ogni valore di t corrisponde un determinato ponto 
E, cosi anche l'ascissa e l'ordinata sono fanzioni di f; è cioè: a = a(,t) ed 

* 1/=V(0- ^'cordando che AO esprime una spezzata che unisce U a K, risulta aa- 
bito che MX b la proiezione di fit) sull' asse delle x ed AT la proiezione di f{t) 
suir asse delle y. 




Limitandoci per ora a considerare la ascissa, chiameremo f(Q la prolezione 
di f{t) sa AB Qon no segno opportuno. Allora 1' eguaglianza: < AX = AH ^ MX > 
si traduce In : ■ x{l) = t ■¥ f(t) >. Siccome 1' espressione di t è g\k nota, basterà 
esprimere <s{t) mediante gli a. 

A tale scopo attribuisco anzitutto un segno ai segmenti che compongono la 
funzione f(t), e precisamente stabilisco che < /"«(t) abbia par origine U punto cor- 
ritpondente a K «u F„., e per eetremo il punto corritpondenle a K su P^ * (')• 
Inoltre indica con ^,^(0 '>* proiezione di f^{t) fissando che f^(t) sia positivo se 
la proiezione delV estremo trovasi a destra della proiezione dell'origine e negativo 
se viceversa. Posto ciò, è facile veriflcare, che si ha in grandezza e in segno 



?W = 2t-(0(*)- 



(*) Fa Io stesso dire ohe per percorrere fi}) in direzione positiva ai parte da M 
e si arriva a E. 

(*) Siccome la serie dei massimi valori di <ij,t) 6 ancora f{t) , cosi la conver- 
genza di f(f) è assoluta in egnal grado. — La stessa osservazione varrii in seguito 
per ffCO- 
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21. Hi propoDgo ora di esprìmere f^{t) mediante e:li a. Perciò calcolo aosi- 
tntio l'angolo die /.(() forma coli' asse delle iX, 

Intanto è cbjaro ebe basta considerare i termini di /((), cbe non sono naili. 
Siano pertanto 8T e TV dae segmenti saccessivi della spezzata che anisce M 
con E, misurati dai dne termini f,(l) e fj,t), che in f[t) saranno dae termini snc- 
ceBBÌTi Don Dalli ('}. L'angolo di ST e TV (ossia delle loro direzioni positive) 

misnra evidentemente ^. Chiamaodo ^ l'angolo che 8T forma coli' asse delle x. 




Fig. 7. 

vedesi dalla figura, che TV forma coli' asse delle x l'angolo <^ + 60o» se TV 
6 perpendicolare ad MN, ossia se è < a, = 2 > mentre TV forma coll'asse delle x, 
l' angolo « P - 60o » se TV é perpendicolare ad NO ossia se è « a, = 8 >. 

Ricordando che sen -^^ vale + 1 o — 1 secondo che è a, =■ 2 oppore a, = 3, 



(*) I lati del triangolo in cui trovasi 8T misurano ^ e quelli del triangolo in 
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si ha: 

< Se f^(t) e fJJ) Bono dae termiDl non natii snoceseivi di f{t) e se la per 
e pendicolare espressa da fj[t) fa coli' asse delle x l'angolo p, la perpendicolare 

« espressa da fjj.) ta, colt'asse delle x Tangolo: ^ + ^ • sen -^ >. 

Posto cI6, supponiamo che f^(t) sia Y erre$Ìmo termine non nallo di f{t) e 
gli r— l termini non nulli precedenti siano <fjfy f^t) f^(t) . . . f,(t) > cui corri- 
spondono i valori < (i„ a, «e ■ ■ ■ "• *■ *' primo segmento fjt) è perpendicolare 
ad AB e forma perciò colf asse delle x l'angolo ^. Per la proprietà stabilita, il 

secondo segmento f^it) formerà coli' asse delle x l'angolo * ,t + j scn -^-— » ; per 
la stessa proprietà il terzo segmento f^(l) formerìt coli' asse delle x l'angolo 



e cosi via. Quindi f^{t) formerà inflno coli' asse delle X l'angolo 
s t: / aJic a_!n aJit «Jiì 

■i + s l'"- T + '"" T + "=" i" + • ■ ■ * '°"' -ri- 

Osservo ora che alla qaaniità tra parentesi si pud dare una maggiore gene- 
ralità, e precisamente che essa è eguale a 



dove sono considerati tutti gli a da a, ad a._, senza preoccuparsi se ACO-Zm-iO 

sono nulli oppure no. Uifatri l'ultima somma diflerisce dall'altra, perchè si b 

a 'k 
aggiunto un certo numero di termini scn -^, ma questi termini aggiunti sono 

nulli pereliè in essi ò *a,—-0 oppure 4» die sono appunto i valori di a, per 
cui si hanno in f{ti i termini nulli. Quindi si conclude: l'angolo formato eoll'aase 
delle X dal segmento qualunque f„(t) della tuccetnone f(t) (segmento ctio natu- 
ralmente non deve essere nullo) i: 



Determinato l'angolo che fj^t) forma coli' asse delle x, si ha subito, essendo 
9^(/) la proiezione di fj^y. 



f^{t) furma coli' ass 
».(') = /■■(<) »»» (2+12 ""' ¥) 
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Questa formola vale anche net caso che f^{t) sia Dutlo , puichè allora anche 
?«(0 àeve essere ddIIo. 

22. Sostituendo questo valore a fj^t) nclU espressione trovata alla fine del 
p&ra^ufo 20 , e mettendo inoltre per /'„(') il valore trovato nel paragrafo 17, 
si ha : 



Rigaardo a questa funziono ^(i) si osservi che , mentre /(() non ha termini 
negativi, ^(0 può contenere termini positivi, negativi e nnlli. Di qui 

81 dimostra che è anche : 

I <f{t} I < e. 

Anche ^{t) è funzione continua di t. Perciò basta osservare che Io b fuO- 
A tale scopo sì ricordi che è : 



,.» = -/.(0™(|£.en»4!). 



Se il sistema corrispondente a t è (a^ . . . a^t^ia^a^^., . . .) consideriamo come 
«(±Ab il valore del parametro corrispondente al 8Ì8tema(a, ... a^_iOn.aM+i ■ . -)» dove 
"i ■ * ■ *hn~\ Bono 1 medesimi di 1 e i seguenti sono arbitrari (ma non tutti eguali 

ai corrispondenti dì t). Nell'intervallo così considerato sen ( - X sen -^1 é una 

costante, perchè o, . . ■ a^_, non variano ('). 



(') Riguardo alla possibilità di fermare entrambi i sommatori oppure il primo 
sommatorio all' ìndice n vedi al principio del paragrafo 18. 

(') La costanza di que»to fattore corrisponde geometricamente al fatto che non 
varia l'angolo formato da f„(t) coli' astie delle x q^aando K si muove nell'arco. di P 
comprese tra dne vertici successivi di P^.i- Quindi non varieri neanche I' angelo 
formato da /„(<) coli' asse delle j/. 
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Quindi f .(0 è il prodotto di ana costante per f„{t) che è una funzione con- 
tlnoa di t. Occorre ripetere qai (pel caso che t corrisponda a no vertice) l'os- 
serrazioDC fatta alla fine del paragrafo 19. 

23. Dall' essere « a(t) = ( + ip{() > si ha subito : 

•senflgseD^) {'). ■ 

La continuità di x(t) deriva direttamente dall'essere * xit) = t ■>- ^it) » , sa- 
peqdOBfgià ctie f(t) è funzione conilnua di t. 

Sulla funzione 9(i) è Interessante la seguente proprietà: 

Jl primo termine non nullo della funzione f(t) supera in valore assoluto la 
somma di tutti i termini seguenti. 

Sì dimostra qaesta proprietà osservando che l'angolo formato da f^(t) col- 
r asse delle x è 90° ± multiplo di 60° e valendosi dell' ultima proprietà di f^t) 
scritta nel paragrafo 19. 

Consegne subito dalla proprietà detta che: f(,t) ha il segno del primo termine 
non nullo. Ora il primo termine non nullo di ^{1} corrisponde al fecondo dei 
numeri a aventi il valore 2 o 8 ed è negativo o positivo secondo che il no- 
merò a corrispondente alla prima perpendicolare ha il valore 2 oppure 3. 

Di qai abbiamo il modo per stabilire la relazione tra w e t ossia l'ascissa e il 
parametro, osservando il sistema (a,'. . . a^ , , .) che individua il punto E. E pre- 
cisamente se in questo sistema nessano degli a ha il valore 2 o 3 oppnre nno 
solo degli a ha il valore 2 o 3 è e ^(t) = > e quindi è; x = t (*). 

Se invece gli a aventi il valore 2 o 3 sono due o pib, osserveremo il primo 
di questi a \ se questo vale 2, n(l) è negativo e quindi è: < x < f, se invece detto 
a vale 3, f(0 k positivo e quindi è: t^cc>t». 

24. Vengo ora ad esprimere l'ordinata y[t) in funzione degli a, e ricordo 
perciò che l'ordinata può considerarsi la proiezione di f[t') sull'asse delle y. 



(') Come al solito se K è vertice primitivo (non limite} di P„ taoto 1* indice 
r quanto l'indice in si arrestano ad n, mentre se K è ponto limite primitivo di P, 
si arresta r n solo l'indice m. 

(*) Si osservi anche che nel primo caso f\.t) è nnllo ossia K è su AB. Nel secondo 
caso f[Jr) si ridnce a nn solo segmento, che è perpendicolare ad AB onde la sua 
proiezione 6 nulla. In questo caso K si trova sul lato di un triangolo equilatero 
cestniito direttamente sa AB. 
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Indico con T„(t) la prolezione del segmeolo ^^(0 sttU'iisso delle j/, e tenendo 
conto del segno di f(t) (veJi para^raro 20) atàbilisao che 7„{t) aia porìtivo te la 
proiezione dell' estremo trovasi piii in alto deìlti protezione dell' origine e negaHro 
ae viceverta. PobIo ciò, sì ha in grandezza e in segno: 

Ricordando l'angolo che f„{t) forma coli' asse delle x (vedi paragrafo 2t), 

si ha subito che: *f„(t) forma coli' agge delle y l'angolo - 7. sen -^- >. 

Si ricara dì qni 

"f.C) = /■.(') eo8(^ 2 sen ^) 

la quale fonuola vale anche nel caso, che f^{t) sia nullo. 

Mettendo per f„{t) il eoo valore e aostitnendo il risnilato nella espreBSlone 
di y{i) scritta poc' anzi, si ha: 

Per la continniià di y(t) si fa ana dimostrazione perfettamente simile a 
qnetla fatta per ^(t)- Anche 1 termini di y{tì possono essere positivi, negativi o 
nulli; però è facile vedere che; il primo termine non nullo di y(t) è positivo e 
preciiamente che è egvale al primo termine non nullo di fj,). 

Si noti ancora che: y{t) è nullo gola per i fittemi (a, . . . a, . . .) in cui net- 
sun nvmero ha il valore 2 o 3. Ora questi sistemi Individnano appunto i punti 
(li P slrnatj sa AB (redi paragrafo 12). Possiamo calcolare 1' espressione di x 
per questi punii. Essendo ^(1) rguale a zero, T{t) si riduce unicamente a^, e 

siccome per «n, = 0;4> è « eoa -~- = 1 > si ha precisamente : 

00 

Ma i termini in cui a^ vale zero, sono nulli, e quindi rimangono solo l tor- 



(<) Sugli indici nt ed r si ricordino le solite osservazionìì L'espressione dì ^(0 
differisoe da quella di if{t) bolo pel seguo e per avefe alla fine coseni invece di 
seno. Questo confronto facilita assai i calcoli. 
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che per i punti di P situati su AB, 

dove m,,mf, mg • ■ . costituiscono nna succcEsicne crescente (infinita o finita) 
di numeri interi (e positivi) {') 



Alcune considerazioni sui rapporto inor emettale — . 

25. Anzitutto occorre stabilire che > t è funzioni continua di x^. 
Intanto e f è fìinzione polidroma di x (*) s. Infatti preso su AB no pnnto 
M' considerato come un valore di a: ('), la perpendicolare condotta ad AB per 
M' Incontra P in uno, diversi od anche infiniti punti. Ciascuno di questi punti 
determina un valore di < e tutti questi valori corrispondono allo stesso va- 
lore di X, 

Ora per stabilire la continnitji dì una funzione*polidronia, bisogna timìtare 
opporlunamenie il campo di variabilità della funzione e mostrare che la Tuo- 
zlone è continua nel campo limitato , il quale deve naturalmente compren- 
dere Il valore della funzione corrispondente al valore limile della variabile. 

Per fare questa limitazione, osservo che, scguemìo un procedimento analogo 
a quello del paragrafo 21, si trova clic: tV lato di P„ avente per origine il punto 

K VT a,!jc _ 
(a, . . . a^,) forma coli asse delle x V angolo « n ?, sen ——«.Riduccndoqaest an- 
golo al primo giro, si ha che < nn lato di P_ può formare coli' asse delle X uno 
del sei angoli seguenti: 0° 60° 120° 180° 240° 300° > cioè può trovarsi in nna 
delle seguenti sei posizioni: 

Essendo LO il lato di P„ e V il culmine corrispondente, nessun pnnto del- 
l' arco di P compreso tra L ed può trovarsi fuori del triangolo LVO. Tenuto 
conto di ciò, baita osservare la Agora per stabilire che: * nessun ponto dell'arco 
di P compreso tra due vertici successivi di P., può avere la ascissa ftiori del- 



('j É precisamente il risultato cui perviene il prof. E. Ces&ro a paf{. 9. Os- 
servo uhe se la successione m, , m, . . . è la serie naturale dei numeri si ha il pnnto 
B, e se essa sì riduce a " nessun termine „ si ha il pnnto A. 
(*) Invece x è' funzione monodroma di t. 
. (') Si ricordiìobti AB è il campo di variabilità cori dì x come di t. Indicherò 
con If ' , N' . . . oppure con H,N . . , i punti di AB, secondo che rappresentano va- 
lori di X oppure di t. 
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l' interrallo determinato dalle ascisse dei ponti estremi (') >. Siccome la Innghzza 
di LO È r;^ , sì ricava clic: <t per 1 valori di t corrispondenti ai punti di P com- 
presi tra dne vertici successivi di P„ , l'oscillazione di a; non pnò soperare ^^ 7. 

Confrontando colla oscillazione di t In qoesto intdrvallo, si ha àncoratper i ;)unti' 
ti P compresi tra due vertici tucceisioi di P^ Voseillazìone di t non può supe- 
rare l'oscillazione di x (')■ 

Qnesta proprietà è sofflciente per stabilire la continnità di t rispetto ad x. 
Trascoro alcone altre considerazioni riguardanti qnesta continuità , e nolo solo 
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che se x^h è uno degli stati decrescenti con coi la variabile si avvicina al va- 
lore limite, il valore della funziono da prendere per t[x±h) devo essere quello 
più Ticino a t(x) fra i valori ohe corrispondono a quel valore di x {'); inoltre per 
la proprietà stessa si devono trascurare tutti quei valori di ( per cai sarebbe: 

I t(x ± ft) - t{x) 1 > fi. 

Quindi se prendendo h piccolo quanto si vuole non si pnA mai trovare un va- 
lore di ( che soddisfa all' ultima condizione, slgnilica che la x ha nel punto ((x) 
nn massimo o un minimo. 



(') Si < 



i che nei i 



3» e t 



sono infÌDiii punti che hanno l' ascìs- 



1 osservi ancora, a 



I dell'estremo '""" ' """"'"■ -"-»" — ""' "■ ^ | terminanti i 
tra dne vertici successivi dì P^ , Pn+i i ^m+s • ■ • ossia i punti determinati dsi si- 
, . 1 (a, . . . a„3}C«, . . . a„0'à) . . . (a, . . . a„00 . . . 003) . 
''^"' \(a,... «„HK«, . . . a„43) ...(«,... a„44 .. . 443) . 
proposito della continuità di x rispetto a t, che facendo tendere t al valore limite 
con continuiti, x{t) tende invece al valore limite oscillando continuamente. 

(*) L'oscillazione di t egnaglia l'oscillazione di x solo se L ed si trovano 
au P,. 

(') Questo valore può anche essere il lìmite di infiniti valori. 
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26. Accertato cosi cho t b funzione continan di x, siccome g\k 6 noto che 
y k funzione continua di f, si ricava subito che: y è funzione continua di x. Sta- 
di; 

bilito ciò sari possibile procedere allo studio della funzione ■—. 

Osservo perO che collo formole trovate la curva P -non 6 data nella forma 
esplìcita y = j/(a;) bensì k rappresentata dal sistema 

i y = yW 

( X = X(t) 

dove l'ordinala e 1' ascissa sono espresse in funzione del parametro 1 1 cui va- 
. lori corrispondono univocamente ai punti della curvn. Alla sua volta t è espresso 
in funzione di quei numeri, che abbiamo chiamato 1 numeri a. 

Nelle considerazioni che faremo riguardo al rapporto incrementale ci var- 
remo perciò della formola : 

Ali. 

'Si" 

DUto percorrendo tutti i pumi della curvr> F cho seguono o precedono il punto 
K, e ciò perchè quando t varia con conlinuÌt& il punto corrispondente a l per- 
corre la curva P co» continaità. 

iu 
Mediante l'ultima formola poaslam.i dimostrare elio il hra — non può acqui- 
stare un valore determinato per nessun valore di t ossia per nessun punto della cur- 
va. Basta mettere per ( il valore corrispondente al sistema (a, ... a, ... a^a^^,a„„ ...) 
il quale sistema può individuare qualunque punto della curva e per (d:h il va- 
lore corrispondento al sistema (a, . . . a„ . . . a„tc) dove a, , , . a^. . .a„ sono ffli 
steBìi e w è diverso da <»„+,. 

Si vede allora che secondo il valore che si attribuisce a w, il rapporto t — 

acquista, qualunque sia la grandezza di ti, perlomeno due valori distinti la cui 
differenza nou tende a zero, e quindi quel rapporto non pud avere un limite de- 
terminalo. Questo fatto conferma che la curva F 6 priva di tangente in tutti I 
suoi punti. Ometto di riferirò i calcoli relativi. 

27. Colla formola del paragrafo precedente si pn6 anche ricercare se il rap- 

Ay 
porto -^ può acquistare valori limiti particolari facendo tendere la X al limite 

in modi speciali. 

1 risultuti a cui si perviene sono 1 seguenti: < Detto K il punto qualunque di 
< F nel quale si considera II limite, il rapporto incrementale non può acquistare 
L valore limite particolare se K ò un punto limite non situato su nessuna 
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e spezzata, il rapporto ÌDcrcmontale ha nn limite particolare se K è un ponto li- 
E miiC Bitoato sai lato di qualche spezzata (e questo limite corrisponde appunto 
e alla direzione di qaeBto lato), infino il rapporto incrementalo ha quattro limiti 
E particolari se K è punto vertice di una spezzata P„ (e questi limili corriepon- 

E dono alla direzione del lato di P„ ^"•"'^ss vo g- au^ retta che unisce K col 
" precedente ' 

I calmine della parte di P corrispondente al lato di P„ ^^ppedenie * ^^ *' 



Accennerò brevemente al procedimento per ricercare questi limiti particolari. 

28. Comincio a considerare il caso che K. sia vertice di P„ individuato dal 
sistema finito (a, . . . a„) , e quindi 



'=E°^ 



Studio prima il limite partendo da un punto H saccesslvo a k, ossia se- 
guendo valori decrescenti di *. A tale scopo prendo come t + A il valore corri- 
spondente al sistema (a^ . . . o„00 . . . OaJ, dove a, . . . a„ sono 1 medesimi ed 
fl„ è arbitrario ma non nullo. È facile verificare che è: 



V^a^-2"" 



Via, 
Per il calcolo di iy = y{t + h) - y[t) si lia: 






Di qui: 



• ^ r « )T Vniii. t iiciii*"" d "«''' /^V' ''i'''\ ,— n o„!ir 

l!/=jr2^,['' ^3 2,2" '2'"*' ■sen-"i-™s(,52;"«"-T-j+^'^''™-r 
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Per calcolare ix mi valgo della formola Ax = Af + Af (*). Il valore di !<= A 
st ricava sabito dalle espressioni di te t + k scritte poc' anzi , quello di A^ ai 
ricava subito da quello di &y, tenendo conto della differenza tra f(t] e v(t) (vedi 
la nota al paragrafo 24). Si ha cosi: 



1 



-«u>/3V2'" 



a_!it /nV '*t^-^\ 

ìn-= — seni - > sen-*— I 

4 V3,4l * / 



- \/3-2"sen- 



-•"(12 '""ir)]- 



Dividendo le due espreeaioni di iy e di Xx (o sempliflcando pel fattore 
che precede la parentesi quadra) si ha una espressione che dipende dal va- 
lore di a„. 

Stabilisco ora n^ll' avvicinare H a K di scegliere sempre a„ nei valori 2 o 
4, il che equivale a prendere H sempre sul lato di P„ successivo a K. Allora 
(tenendo conto dei termini nnlll e sempliBcando) si trova una espressione che 
non contiene più u , ossia che 6 limite dì gè stessa ('). Il limite particolare 



di 



ix 



cni Biamo cosi pervenuti é : 



V3 |] 2— . 2"-+ "' '* 801. °-^ »o. (i"£ .en ^) 

— — jrf^ — ^^-^^ — = " i')- 

^r^ - ..-|2-..2"IT-V" ..„ <..^L=„„ (|"| „n24--). 

Attribuendo sempre ad a„ ti valore a, t] che equivale a prendere per H sac- 
ccssivamente il culmine relativo al lato di P^ , P^., , P^,, . . . cominciante in K, 
si giunge pure ad una espressione limite di tè stessa, che costituisce un secondo 
limito partiuolarc. Questa espressione è: 

M.— '2 «"«(ali.'"" r) 

M v'3 _ /JT V a,!it\ 
N- — 2"8en(-2,Ben-Lp) 



(') È conaejiUfnBa dell'essere x{tì = t + <i{t). 

(-) Giù accade evidentemente perchè le diverse posizioni di H si 
cou K. 

(^) Indico con una lettera ciascuno dei termini della frazione per 
le espressioni seguenti. 



mplìficare 
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39. Altri doe limiti particolari si hanno in K panto vertice, partendo i& t - h 
ossia prendendo H precedente a K. A tale scopo rappresentiamo t (ossia E) nella 
forma limite (a, . . . a„444 . . .) (*) e prendiamo per t-~h (ossia E) il elatema 

(a, , . . a„44 . . . 4a.). 

Con calcoli simili a quelli del paragrafo precedente si trovano altre due 
espreasioni < limiti di sé stesse > e cioè 

M 

^j^ (dando ad a^ uno dei valori 0; 2 ; 4) 



N+— 2''sen(-2,«««-x) 



- (daudo ad o„ il valore 3). 



Ne) primo caso H trovasi sempre sul lato di F„ precedente a E, nel secondo 
caso H 6 sue cesa iva meo te il cnlmiue relativo al Iato di P„ , P„^, . . . clie ter- 
mina in K. È quasi snperQuo notare che U ed N rappresentano ancora le espres- 
sioni che compaiono al numeratore ed al denominatore del primo limite, ma in 
esse a, . . . . <i„ souo divci-sl pcrctiè Individuano II vertice di P„ precedente 
a E (•). 

30. Sia ora K punto limite primitivo su P„ e quindi determinato dal sistema 
infinito (a, . . . o„1b.iO„*» . . . «„ • . .) dove a„», e i BCgnentì valgono o 4. 
Prendo per H ossia t^h il sistema (a, . . . a^ . . . a^w) , dove ai . . . a^ . . . a„ 
sono i medesimi e tr 6 arbitrario. Con calcoli simili a quelli del paragrafo 28 si 
trova una espressione limite di eb stessa scegliendo io nei soli valori ; 2 ; 4, il 
che eqnivale a prendere H sul lato di P„ su cui trovasi E. Questo limite parti- 
li 
colare è appunto ^ , dove (a, , . , aj individuano li vertice di P„ precedente a E. 

Invece dando a te il valore 

Abblategrasso, gennaio 1906. 



{*) Qui (a, . . . 1,} rappresenta il vertice di P„ precedente à E 
(*) Se E ò vertice primitivo di P„ la differenza, ò solo nel valore di a„. 
VOI., xiav *7 
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SU CERTE SUPERFICIE DI CONTATTO 
fi STI UNA DEFINIZIONE SINTETICA DELLE SUPERFICIE POLARI 



Dott. ACHILLE DOMINIONI 
{Continuaeione e fine. Vedi voi. XLIIJ, pag. 350) 



4. Sappoaiamo che il sistema iF{„* abbia un ponto base r'"'"" in e che 
non contenga nessuna Buperflcie che abbia in an punto di maltipltcilA mag- 
giore di r, proponiamoci d' inveatigare: 

a) Come si comporta nel punto O il luogo ^^ relativo al sistema iF|„* 
dato Q corrispondente al punto medesimo; 

6} Como si comporta ii luogo ^* relaiiro al sistema jF;„* dato e corri- 
spondente ad un punto P qualunque. 

O^kfo a) Una trasversale R condotta ad arbitrio per il punto taglia il si- 
atemft di superfleie iF|^^ d'ordine n e dimensione k secondo una involazione I„* 
di grado n e specie k dotata in di un punto base r""'^". 

Tale involuzione si scinde nel punto contato r volte e in una involuzione 
I*„_r di grado n - r e specie k, la quale, come si sa possiede 

{n-r-k\k\ 1) 

ponti (A + l)-"»"*. 

Ma poiché questi punti (i + 1)-"^" della 1%^ sono t punti in cui la rette 
B, uscente da O, è incontrata alteriormente da cpo" ha in un ponto multiplo, 
il «mi ordine di muUiplicità eguaglia 



2 

A) Sia g una generatrléc del cono tengeoto in O alla superficie ^^. Questa 
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retta iocontrs nlteriorinente il luogo f,* ìd > 

ponti, ciascuno del quali è (& + l)-"?'" per l'involuzione di grado n — r e «peole 
k costituita dai grappi di n - r punti in cai la retta g è incontrata nlterlormeate 
dal sistema. Pertanto 

{a-r- k)(k + I) - ((» - r - k)(k + 1) - 1)] = I 

degli (n - r- k){k + 1} parti (it + i)""»"' che competono a questa insolazione è 
il punto 0. Val quanlo dire che fra le snperHuie del sistema |F|,* ve ne è una 
che ha r + fc t- 1 intereeziont con la retta g riuniie nel punto 0, la quale per- 
tanto è certamente una delle generatrici osculatrice a quella tale superficie nel 
punto 0. 

Reciprocamente, se una retta uscente da 0' ha r + fc -H intersezioni riunite 
in O con una superficie del sistema, la retta medesima sarik una generatrice del 
cono tangente in alla superficie ?,*. 

P) Se ff è una delle 1^- 



alla superficie 9^^, questa retta uscente da incontra ulteriormente la soper- 
floie fa' in 

(Zn-tKfcf 1) \{k + l)(2r i- k) 



['^Ìi|^'+2]=(. + .X,-r-.,-» 



punti, ciascuno dei quali è (fc -t- 1)'"^''' per l'inToInzione di grado n — r e specie 
k costituita dsfi^li n — r ponti In cui la <; è incontrata dalle superfloie del siste- 
ma iF!„*. Pertanto 

(„ -r-k)[k f 1) - ((n _ r - kyk + 1) - 2j = 2 

degli (n —r — *:){*:+ 1) punti (fc+l)""'"' che competono alla involuzione di grado 
n - r e specie k trovansi riuniti in 0. Val quanto dire che fra te superficie del 
sistema ve n'è una che ha almeno r-ik + '2 intersezioni con g riunite In O. 
FoBsiamo quindi enunciare. 

Tbobbua IV. — Se un $igtema di superficie \t\^ d'ordine n e dimennont 
k poieiede un panto ba»e r""'"", 0, i cut coni tangenti nU« lingoU auperflei* co- 
stituiscono un sistema di coni d' ordine t t dimensione k , generale, la relativa 
superficie f,*, corrispondente al punto 0, ha in un punto multiptù, il cui or- 
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dine di titìdtipUeità eguaglia 

(k + l)(2r + k) 

« il cui cono tangente è il luogo delle rette che hanno contatti (r + k + i)-'*"" 
(e che quindi sono rette Oéculairict) in O co» guperficit del eislcma |F'„*. Cia- 
acuna retta osculatrice del cono tangente in alla giiperficie (fo* ha riunite, in 
0, (r + k + 2) delle tue intersezioni con una superficie del sistema IFi,,'- 

Per k=\ si ha il noto teorema del prof. Cuccia intorno al luogo ^„ re- 
lativo ad an fascio di Buperflcie. 

Caso h) Consideriamo nna retta b nscente da , e pcnsiamn nlla relativa 
coDf;raenza laogo dei raggi aventi contatti {k + ])-'""■" con superficie del sistema 
nei ponti di R, 

È evidente che Y ordine di tale congroenia, cioè il numero dei snoi raggi 
ascenti da P, non sarà altro ctie ii numero dei punti in cui R incontra ulterior- 
mente il luogo fp* relativo al sistema dato e corrispondente al punio P. 

Determiniamo l'ordine della detta congruenza. Basterà, preso un punto qua- 
lunque Q della retta R, vedere quale 6 la maltiplilii $ di Q ed in oltre vedere 
quale 6 il numero p del raggi della congruenza uscenti da Q e coincidenti con R; 
L'ordine della congruenza sarà 

5 + P. 

Cerchiamo il numero p. 

La retta R è -incontrata dalle superficie del sistema |F{„* In Kroppi di punti 
di ana Involuzione I„* di grado n e specie k , dotata in di on punto base 
r""*"", la quale possiede, come si sa (n-r~k){k+l) ponti (A + ir"''* fuori dì 
0. In ognuno di questi punti la retta K ha un contatto (i + lyf'"' con una sa- 
perficie del sistema t^l^*. 

Ma in questo caso, poiché il cono tangente in alla superficie generica del 
sistema è variabile , ci sar& una superficie del sistema che avrà un contatto 
(fc + lyP""'" in con la retta OR (cioè quella che passa per i k punti infinita- 
mente vicini al punto 0). Pertanto 

p = (n_r-fc)(fe + l)f 1 
Dunque l'ordine della congruenza è uguale a 

(n-r-ifc)(fc+l)+l + ^^^'. 
Segue pertanto ohe il laogo <p„* ba io un punto multiplo, il cui ordine di mul- 
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2 

Veniamo ailo studio dei cono taogeote al luogo ?p* nel ponto P, che deno- 
teremo con Kg. 

Conginngiaino con P e chiamiamo con ( ia retta OP. Facciamo passare 
per i an piano qualunque i e considennmo in esso una trasversale T che passi 
per P. 

Questa retta T è tagliata dal sislema \F\J' in una involuzione I„* di grado 
n e specie k, la quale, come sì sa, possiede (fc+l)(n — Jt) punii (É+l) " - 
Proiettiamo questa involuzione dal pnnto 0; si avrà un' iiivolnzione di raggi di 
grado n e specie k, nella quale i raggi (fc ■(- l)-"""* sono 1 raggi die proiettano 
da i ptintl (fc+ 1)-**p" della I,* determinata sulla retta T. 

Ora se imaginiamo che la retta T rotando sul plano, a, attorno al punto P, 
tenda inflnitamenle alla posizione (, avverrfi, al liiniie, che ciascun gmppo rtella 
involuzione di raggi sarà costituito da! raggio l contalo h — r volte e dal gruppo 
i* delle r generatrici in cui il piano a incontra il cono tangente alla snpcrfl- 
ficie F* del sistema 1FÌ„* mentre ì raggi {k ♦- 1 )-"''" di tale involuzione rappre- 
sentano le tangenti in al luogo ^p*, situate nel piano a cioè le generatrici in 
cu! a stesso incontra il cono K, 

Ha i r-iggi (fc + l)-"*^' si riducono ora ai raggi (k 4- 1)-"'"' della J,*, deter- 
minata dai k-i-i grappi &^* di raggi indipondemi, che sono in numero dì 

(fc + lKr-fc), 

E poiché il cono Kq è dell'ordine (fc-l-l)r— 1 è facile capire ohe 

(t + l)r - 1 - (fc f ì)(r - fc) = A(,i f I) - 1 

delle generatrici in cui a incontra K^ non potranno che coincidere con la retta 



e che la retta t incontra il luogo ^p* (oltre e P) nei (fc + I)(n - r — fc) punti 
(fc+l)""*^' della I\_,. determinata sa ( dalle superflcìe del sistema, si con- 
clude che 



intersezioni della retta ( con il Inogo fp" sono congiunte in 0; vai quanto dire 
che t 6 tangente in al luogo <pp*. 

Siccome in un raggio {k+ i)-"'"" dell' anzidetta J/ situata sul piano a coin- 



iy Google 



X 374 )( 

cidono k + l geaeratricl di un cono appartenente al sistema »*, costituito da! 
coni tangenti in alle superHcie del sistema dato , possiamo dire che il cono- 
tangente Kg , in 0, alla eupcrfioie f^, k il luogo delle generatrici di contatto di 
piani passanti per la retta t e clie hanno un contatto d'ordine k (luogo delle 
generatrici) con coni del sistema anzidetto. Di questo cono Eg la retta t è una 
generatrice [fc(& + 1)- ì]-»p". 

Possiamo quindi enunciare 

Teorema V. — Dato un shtema di superficie \f\* il quale postiede un punto 
base r "'"", 0, (n >r + k) f cui coni tangenti alle singole super/tr.ie costituiscono 
un sistema di coni iKj* generali, la relativa superficie fj^ corrispondente ad un 
punto P fissato ad arbitrio nello spazio, ha in ik generale un punto 

[lk+ l)r-l]-"'"'' 

il cui cono tangente è il luogo delle generatrici di co-itatto di piani passanti per 
la retta PO e che hanno un contallo d'ontine k con coni del sistema jKj*, e ka 
nella retta PO una generatrice |k{k + I) — l]-"'"". 

ft. Dato che una supcrtìcio del sistema abbia un punto p""'"" in quale ef- 
Tetto produce qneslo fatto sulla multipticità di rìspctlo al luogo ;o*? U'>a sem- 
plice analisi dimostra che l'effetto è nullo fintantoché p è minore di K. Esami- 
niamo il caso p> k. 

Una trasversale condotta per taglia il sistema secondo una involuzione 
I„* di grado n e specie it, la quale contiene una involuzione I„^' ^ di grado 
n e specie k-l con un punto baso semplice in , e questa » sua volta con- 
tiene una involuzione I„^'^0' di grado n e specie fe - 2 con un panto base 
doppio in 0, eie. fino a un gruppo I„''ss0P {p > k). 

Tale singolarità produce sui punti (fc f l)'""'* della I„* il seguente abbas- 
samento 



fc{fc + l) 



.[*t*_ti>_^-J*]=p-& 



il che vuol dire che ogni trasversale condotta per 0, incontra oltre il luogo 
to' in 

(A + l)(H-fc)~(p-A) 
punti. Onde la multiplicit& di per il luogo stesso eguaglia 

Se in particolare la trasversalo per O è una delle genorairlci del cono tan- 
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gente pr^'"" alla saperficìe del sistema nel punto 0, si conclnde ragionando allo 
eteseo modo che essa è tangente al loogo ?/ in O, onde segae che il cono tan- 
gente in a qaesto luogo sì spezza iu qael cono tangente f'P"' e in un cono 



BOperlicie considerata in sono anche tali per il laogo (fq*. 

Quindi possiamo enanciare. 

Teoheua IV. — Dato un sistema di guperfide jF{„* il quale potgiede una su- 
perficie P che ha un punto p""""" in 0, la relatiea superficie ^j,* ha in «» punto 
multiplo, il cut ordiìte di multipliciid eguaglia 



ed il cui cono tangente in a questo luogo ai spezza nel cono tangente alta sw 
perfide F in « i» un cono residuale dell'ordine 

kik- 1) 

'i ' ' 

Qaesto teorema per alti-o 6 caso particolare del teorema II , dove sì faccia 

r = , p» = 1 , p, = 2 , . . . , p»_, = 4-1 , p, = p. 

6. Supponiamo ora che una supcrAcie del sistema abbia un punto p'"'^" 
(p > k) in un panto qualunque delio spazio, e proponiamoci di vedere il com- 
portamento del luogo ^p" In O. Sia R una retta qualunque detto spazio' passante 
per 0. Osserviamo che le rene aventi un contaito (A +• ìfp"> \a un certo punto 
di R con una superflcie de) sistema, danno laogo ad una doppia infinità di raggi 
appartenenti ad unn congruenza. 

Nel caso in quiatìone, passando R per un punto multiplo di ana superfi- 
cie del sistema, 1' ordine della congruenza ci darà il numero dei punii in cui la 
trasversale B incontra 9p* oltre 0. 

La retta R è incontrata dalle superficie del sistema in una I„*, che cooliene 
una !,*"• ^ . . . fino a un gruppo I„* ^ 0?. 

L'abbassamento nel numero dei punti (t + l)""'"' prodotto da tale singola- 
rità è al solito uguale a (p - k). Dunque la I,*. ha oltre (k + l){n - k)-{p ~ k) 
punti {k + l)""'"', e per conseguenza essendo Q un punto qualunque delia retta 
R, questa si deve contare per (ft + \){n - fc) - (p - i) dei raggi della congruenza 

/fc(fc+ 1) ■.-"''"' 
passanti per Q, e siccome Q e punto f — - — I por la congruenza , segue 

cbe questa è d'ordine 
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Ondo il luogo ^^ hn in nn pon;o lUDltiplo, il cui ordine di mnltlpliciti 

(2ti - 4)(' + > > _ r(2r>-t)(t+l ) 



p-^)'^^-» -(,-.l],,-t (,>., 



PiissiaiUD quindi enunciare 

Tkohrua vii. — Dato un listema di tuferflcie iP!„* d'ordine n e dimenHona 
k, t7 quale possiede una superfìcie F che ha un punto p""*"" in O (p > k), ta re- 
lativa luperfioie 9p* ha ih O uh punto multiplo , il cui ordine di muliiplicità 
eguaglia 

P'k (p > &). 

Teorema che si ricava corno caso particolare del teorema 111, per 
r = , p, = l , p, = 2,...,p» = p. 

7. Siano dati: Una superficie F d'ordine n , ed un punto qualsiasi P dello 
spazio. S' indichi con i: un piftiio scelto ad nrbilrio; K„_| (I = , 1 , 2 . , . . , r — 1) 
nn cono d'ordine n — l col vcitice in P. 

Le r+ 1 superfìcie d'ordine n, linearmenle indipendenti 

K„ , K„_,ic' , . . . , K„_,.^.,I:'"-' , F 

(dorè e' indica il piano s contato i volte) individueranno un sistema lineare 
d'ordine'n e dimensione r 

(1) |K„ , K„_,ic' , . . . , K„_,,ic'-S F|. 

La saperlìcle r^* (luogo dei ponti in cui rette condotte da P hanno contatti 
d'ordine r con BUperflcie de! Bistema (1) è doli' ordine 



ed ha fn P un punto multiplo, U cui ordine di multlpliciti eguaglia (teorema II 
per r = 0) 

5;(»-r+,)=«.-r(!L-±). 

Poiché ogni punto appartenente ad uno qualunque dei coni K„_, può essera 
considerato come punto di contatto d' ordine r di Qua tangente condotta da P 
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ad nna Bnperfloie del sistemit (I) , ne aegne ohe il luogo fj" retatiro al siste- 
ma (1) si scicde nei coni K„ , K„_, , . . . , K„_r+, ed in ana snperflcio resi- 
duale Fp'. 

La somma degli ordini di detti coni ci è data da 



j; (,-,)=».- 



r(r - 1) 



e qnindi la BDperflolo residuale F^' Bara dell'ordine 
(r+l)(2t,-r) r r(r - 1)1 

— § 1"' — y— J = "-' 

la quale non passa In generale per il pnnto P. 

Dico che questa snperflcie Fp**, che abbiamo visto essere dell'ordine n-~r, 
è la r*"' polare del punto P rispetta alla superficie Y. 
A tal uopo è necessario dimostrare: 

a) che per r = 1 la f^* coincide con la prima polare di P rispetto alla 
superficie ¥\ 

6) ohe per r= 2,3, ... la superficie if/ coincide con la prima polare di 
P rispetto alla superficie ^p*""'; 

a) Il luogo ;p' conterrà la curva gobba dell' ordine n(n - 1) costituita 
dalla curva di coutntto delle tangenti condotte da P alla superficie F. Qaesta 
curva non potendo trovarsi sul cono E^ (il quale per ipotesi è stato assunto ad 
arbitrio), si troverk necessariamente sulla superficie residuale F,'. Ora siccome 
per la curva gobba d'ordine n(n— 1), comnno a due superficie d'ordine n — 1 
ed n, non può passare un'altra superficie d'ordine n-1, cosi si conchiade senz'al- 
tro che la superficie F'^ coincide con la prima polare di P rispetto ad F. 

6} Sia Q il punto di contatto di nna tangente coudotta da P alla snper- 
ficie F^'^K II sistema «■''"' 

tK, , K,.,it , . . . , K,.^,it'-' , FI 

conterrà nna superficie la quale avrà In Q un contatto d' ordine r con la rotta 
PQ. Ma quest'ultimo sistoma è contenuto nel sistema •x" {1); dunque Q appar- 
terrà anche alla superficie F^,'. 

Ora poicbè la eaperficle F^'', d'ordine n - r, passa per la curva gobba d'or- 
dine (n - r-f 1)('> — r), luogo del punti di contatto delle tangenti condotte da 
P alla superficie F/"*, d* ordine {n — ri- 1) , ne segue, come sopra, (a) che essa 
è la prima polare di P rispetto a F^''"'. 
Si ha quindi la proposizione 
Siano dati: 
una superficie fondamentale d'ordine n, 
ed un polo P qualaUtai. 
vofc. luv. 48 
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InditAiamo co»; ir un piano acelto ad arbitrio nello spazio; K„ . , (1=0,1,2 ,..., r— 1) 
un cono qualunque d'ordine n - 1 e vertice P; 

AUnra: 

La r"" potare di P rispetto alla superficie fondamentale ¥ è la superficie 
d'ordine n - r che insieme ai coni K^ , K„., , . . . , K„_,+, costituisce il luogo dei 
punti in cui rette uscenti da P hanno contatti d'ordine r con superficie del sistetna 
lineare determinato dalle r -i- 1 superficie 

K,,K..,. K„„,«'-',F 

dove k' indica il piano n contalo ì volte. 

In particolare per r=l. 

La prima polare di questo punto P rispetto sd una superficie fondamentale 
P, d'ordine ft, è la superficie d'ordine n - 1 che, insieme ad un cono qualunque, 
K„ , di vertice P, costituisce il luo^o dei punii di contatto delle tangenti cou- 
dotio da P allo superficie del fascio (E. , P). 

8. Data questa defiDÌzione delle superficie polari, potrebbe proporsi di ritro- 
vare tutte lo proprietà di esse, e fors' anco delle altre. 

Nel caso, per esempio, che la superficie F abbia in P un punto a""" ordi- 
nario, si trova subito come si comportu in P la r"" polare di P, sia rispetto al 
punto P stesso, sia rispetto ad un punto qualunque M dello spazio. 

Infatti, nel primo caso, posto che sìa <i<('>-~r), il sistema (l) fN. 7) viene 
a possedere nel punto F un punto baso o~'*'"° a cono tangente fisso, contenendo 
una superficie avente in P un punto (0 + (» - r - o + 1)]""", un'altra avente iu 

P nn punto [o + (» — r — o + 2)]""'"' e finalmente una superficie avente in 

P un punto [a + {n — o)[~'*'"'. Siamo pertanto nel caso del teorema II in cai si 
supponga ft = i",r = o,p, = n — r — o4-l,.. .,?» = »- 0. 

Il luogo ifp* avrà dunque in P nn punto 11 cai ordine di moltipliciU 
eguaglia 

(r+l)o+ J](«-r-c + = nr- ^ZlL + o, 
1-1 

e poiché esso si scinde nei coni K„^, ({ = , l , 2 , , . . , r - 1) , seguo che il luogo 
residuale, cioè Fp*", ha in P nn punto d) multiplicit& 



^?^-(-^?^) = ' 



e il suo cono tangente in P coincide (teorema II) col cono tangente in P alla 
superficie F. E questo qualunque sia r, purché si abbia o < « - r , cioè r ^ »i - o. 

Nel caso che sia o=M-r, la F/ (d'ordine n — r> non è altro che il cono 
tangente in P alla superficie F. 

Il caso fl>n — r nen ha senso. 
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Abbiamo cioè il noto teorema: 

8e la superficie fondamentale T d* ordine n ha un punto o"*""' a cono tan- 
gente generale^ 

a) Le superficie polari l"»» , 2^* , . . . , [n - (a + 1)]™» di P hanno in P u» 
punto 0'"^'" il cui cono tangente coincide col cono tangente in P alla super- 
fide P; 

b) La superficie potare (n - a)'"* di F i il cono tajtgente in P alla super- 
ficie F. 

e) Le superficie polari [a— (o-l)]'*' , (n- (o- 2)J"", ..., (n -l)*"" del punto 
P sono indeterminate. 

Nel caso che si voglia oonoBoare il comportamento della polare r"' F.,'' re- 
lativa ad aii ponto M qaalanqae dello spazio ci costi-alremo al solito il sistema 

ÌK„ , K„_,it , . . . , K„_„,ii^-» , FI 

dove 1 coni K.., [1=0 , l ,2 , . . . , r - l) hanno il vertice in M e i:* indica al 
solito an piano arbitrario contato i volle. 

Per vedere come si comporta In P II luogo fj' relativo ^ non avremo che 
d'applicare 11 teorema III, dal quale si trae che il punto U è un (a - r)'""* per 
tale laogo;manon potendoli ponto P trovarsi su alcuno del coni E„,E„j., ,...,E„_r^, 
(perohò affatto arbitrario), si troverft necessariamente sulla superficie Fu' , cioè 
solla r*" polare di P. 

Donde il nolo teorema: 

Un punta o""*^" della superficie fondamentale P è multiplo secondo o — r 
per la superficie polare r"* di qualsivoglia poto (o > r). 
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Onoranze al prof. ULISSE DINI 



La Facoltà 'di Scienze Fisiche, Matematiche e Natarali della R.» Università 
dì Pisa Ila diramato, coi primi del 1907, la seguente circolare: 

Chiarianmo Signore, 

Il 16 Ottobre 1907 il prof. Ulisse Dini, Senatore del Regno , compirà il 40" 
anno della sua nomina a Professore neW Università di Pisa. 

A tutti i cultori della Scienza sono noti t grandi meriti di lui come matemft- 
tico e come insegnante. 

QueMa Facoltà dì Scienze Fisiche, Matematiche e Naturali, che ti onora di 
averlo nel suo seno, ha pensato in tale occasione di rivolgersi a quanti furono O 
sono del Dini o colleghi o discepoli o ammiratori della sua opera, perchè vogliano 
associarsi a lei nel far degnamente onore al grande maestro. 

Le invia pertanto una nota di sotto scrizione pì-egandola di voler aderire e 
raccogliere delle adesioni e delle offerte. 

Con ossequio 

Per la Facoltà di Soienia Fiaiche, Hktematicbe e N«t(mli. 
La Commissione 
Prof. Mario Cahavari, Preside della Facoltà 
Prof. Edgehio Kertini. 
Prof. Onorato Nicoletti, Segretario-Cassiere. 

N.B. Si prega rfì rimandare le note di sottoscrizione coìte relative offerte non 
oltre il 30 Aprile prossimo venturo alC indirizzo del Prof. Onorato tficoletti — 
Via S. Martino /». 3, p. 2" — Pisa. 

Siamo lietissimi di poiT.irc a conoscenza dei Icttun del Giornale questa cir- 
colare, aogurandoci che la somma da ogni parie raccolta sia tale da potersi con 
essa istituire (come ci è noto essere desiderio dei promotori) un premio o borea 
di studio die porti il nome dell'insigne Scienziato. 

La DlBRZIONB. 
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